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摘要 

 
此份報告主要是探討一個最優化問題，即是給定特定的移動方式，求出至少要多

少操作，才能夠把棋子從某一種分布狀態調整成另外一種。而經過許多例子的嘗

試，發現因為原本的問題不帶有數學的式子於其中，故沒辦法用上任何已知的工

具進行解題，所以引入座標系以及排列矩陣，讓其含有許多數學式，能夠幫助問

題具體化。接著給出好的上界以及得知最大值達成時滿足的條件後，便是開始進

行一連串的構造，而這我採取「先猜後調」的策略，簡言之，就是先放置一種看

似不錯的分布狀態，再利用討論出來的一些工具，對此狀態進行調整，同時用簡

單之圖論方法觀察內部的數學結構，以獲得最優的構造之一。 
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壹、 研究動機 

 
有一次在同學下棋的時候，突然靈機一動想到：要將現今的棋子如『八城堡』般

分布狀態，經由給定的移動方式，要改變成預定好的另外一種分步狀態，至少需

要多少次操作呢？然而這個問題過於複雜，遠遠超出我的能力範圍。但基於天生

的好奇心，仍希望能夠得到一些結果，為此，我必須要將問題簡化，而我想到數

個簡化的點：一是移動的方式規定只能用城堡般之直線移動，因為這種移動方式

最好討論；二則是最終的分布狀態為不妨定為對角線(實際上，可以通過行列的

交換將最終的分布狀態改成對角線分布)，這也是較易討論的緣故。之後，經過

許久的努力，總算有一丁點的進展，把簡化的問題解決並稍加推廣，即我的研究

目的一與二。 

 

 

貳、研究目的 

 
1. n是一個正整數，在一個邊長為n的棋盤上面，我們把n個棋子放置於上，使
得每一行、每一列恰好有一個棋子。把一個棋子移動水平或垂直方向至相鄰的方

格之中，稱為一次操作。數個棋子在移動的過程中允許位於同一方格，而我們的

目標是把所有的棋子移至其中一條對角線，並且該對角線上之每一個方格都恰好

有一個棋子。 

   求出最小的數字 ( )A n 使得對於任何一種初始情況，我們至多只須要 ( )A n 次操
作便能夠完成目標。 
 

2. n是一個正偶數，在一個邊長為n的棋盤上面，我們把2n個棋子放置於上，使
得每一行、每一列恰好有兩個棋子。把一個棋子移動水平或垂直方向至相鄰的方

格之中，稱為一次操作。數個棋子在移動的過程中允許位於同一方格，而我們的

目標是把所有的棋子移至成兩條完整的對角線，也就是這兩條對角線上之每一個

方格都恰好有一個棋子。 

   求出最小的數字 ( )B n 使得對於任何一種初始情況，我們至多只須要 ( )B n 次操
作便能夠完成目標。 
 

 

參、研究設備與器材 

 
紙、筆、電腦、MathType5、Microsoft Office Word 
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肆、名詞解釋與符號定義 

 
(一).相關函數： 

 

     (1) ( )A n ：保證能夠完成第一個目標所需要之最小步數值。 

 

     (2) ( )B n ：保證能夠完成第二個目標所需要之最小步數值。 

 

     (3) ( , )nf i j ：座標 ( , )i j 之棋子到對角線之距離總和，即
1 2
( , ) ( , )n nf i j f i j+ 。 

 

     (4) 
1
( , )nf i j ：位於 ( , )i j 上之棋子到第一條對角線所需要之最小步數值。 

 

(5) 
2
( , )nf i j ：位於 ( , )i j 上之棋子到第二條對角線所需要之最小步數值。 

 

     (6) Sσ：給定排列函數σ ，則
1

( , ( ))
n

n
i

S f i iσ σ
=

= ∑ 。 

 

     (7) 
1

Sσ ：給定排列函數σ ，則
1 1

1
( , ( ))

n

n
i

S f i iσ σ
=

= ∑ 。 

 

     (8) 
2

Sσ ：給定排列函數σ ，則
2 2

1
( , ( ))

n

n
i

S f i iσ σ
=

= ∑ 。  

 

     (9) ( , )g n mσ ：表示總共有幾個 i使得 ( , ( ))nf i i mσ ≥ 。 

 

     (10) { }Card X ：表示集合 X 的總元素個數。 

 

     (11) ( )A nσ ：表示
1 2

max{ , }S Sσ σ 。 

 

(12) ( )AUB n ：假設 4n m a= + ，則其表示 (4 )A m a+ 的一個上界 

    
2

26 3
2

a am am −
+ + ，但注意到它並非最小上界。 

 

     (13) Re ( )v σ ：表示一個排列函數的逆序數對總數。 
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     (14) ( , )Com a b ：為表示大小的函數，如果a b> ，則 ( , ) 1Com a b = ；而其 

          餘的情況， ( , ) 0Com a b = 。 

 

(15) ( )block p ：棋盤被兩條對角線分成的四個區塊，將其編號為1, 2,3, 4， 
     那麼我們假想這四個區域為四個集合 (1), (2), (3)block block block ，以 

     及 (4)block ，又為了方便，定義 ( 4 ) ( )block p k block p+ = ， k∀ ∈ ¢。 

     其中必須注意到，對角線上的格子是同時屬於 ( ), ( 1)block q block q +  

          ，然而使用「工具」便會出現問題，所以我們要視情況而決定它屬於 

          那一個block。 

 

(二).完整的對角線： 

 

     一條完整之對角線即是某一條對角線上有n個棋子，並且該對角線上得每 

     一個格子恰好有一個棋子。 

     但注意到，2條完整的對角線不是某一條對角線上有2n個棋子，且該對角 

     線上每個格子恰好有2的棋子。而是如右圖所示，共有3種方式形成兩條 

     完整的對角線(見下面之示意圖)。 

     而 k條完整對角線依此類推，共有 1k + 種方式可以形成之。 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

(三).棋子到對角線的距離： 

 

     我們定義一個棋子到對角線的距離為此棋子所需之最小次操作步數，可以 

     使得其位於對角線的某一個格子內。 

 

(四).良好矩陣： 

 

     良好矩陣[ ]ij n nP × 滿足， 1 ( , )ijP i j= ⇔ 上有棋子， 0 ( , )ijP i j= ⇔ 沒有棋子 

     且有 {1, 2, ..., }i n∀ ∈ ， ! 1ijj P∃ ∋ = ， {1, 2, ..., }j n∀ ∈ ， ! 1iji P∃ ∋ =  
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圖(一) 圖(二) 

圖(三) 

 伍、研究過程 

     
(一).問題一之研究過程與結果： 

     步驟一：(求出 ( )A n 之上界) 

     不妨建立一個平面座標系，建立的方式如下： 

     棋盤上的棋子座標為 ( , )i j ，其中1 ,i j n≤ ≤  

     如圖(一)所示，舉例來說， , , ,A B C D的座標分別為 (2,3), (3,7), (5, 2), (7,5)  
     接著記座標為 ( , )i j 的棋子到兩條對角線的距離總和為 ( , )nf i j  

     [備注： ( , )nf i j 即對每一個格子賦值] 

     而 ( , )nf i j 的函數值趨勢如圖(二) 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

     而為了能夠適當的用座標表示棋子的所在位置，因此引入排列函數以方便 

     表達，舉例來說：  

     在右圖的擺法中 

     令 , , , , , , , ,A B C D E F G H I  
     由左而右的座標分別為 

     (1, (1)), (2, (2)), ..., (9, (9))σ σ σ  

     則與其真正之座標 

     (1, 2), (2, 6),..., (9,7) 
     比較便會得到 

     (2,6,8,1,5,3, 9, 4,7)σ =  

     這就是所要的排列函數！ 

      

      

     { | : {1, 2,..., } {1, 2,..., }, ( ) ( ), }n n i j i jσ σ σ σΠ = → ≠ ∀ ≠  

     對於σ ∈ Π，定義函數
1

( , ) {( , ( )) | ( , ( )) }
n

n
i

g n m Card i i f i i mσ σ σ
=

= ≥∑   

     那麼會有以下的引理： 
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     引理一： ( , 2 1) 4g n n k kσ − + ≤ ，
10

2
nk + ∀ ≤ ≤   

                       

      

     證明： 

     {1, 2, ..., }L n∀ ∈  

     ! , {1, 2,..., } ! ( ) , {1, 2,..., }i L i n i L i nσ∃ = ∈ ∧ ∃ = ∈  

     ( , ) 2 1 , 1 , 1nf i j n k i k n k j k n k= − + ⇔ = + − ∨ = + −∵  

     ( , 2 3) ( , 2 1) 4g n n k g n n kσ σ∴ − + − − + ≤  

     
1 1

( , 2 1) [ ( , 2 3) ( , 2 1)] (4) 4
k k

i i
g n n k g n n i g n n i kσ σ σ

= =

→ − + ≤ − + − − + = =∑ ∑  

      

     利用上述之引理可得到以下的定理： 

     定理一：
2

2( ) 6 3
2

a aA n m am −
≤ + + ， 4n m a= +                         

      

     證明： 

     令
1

( , ( ))
n

n
i

S f i iσ σ
=

= ∑ ，則由 ( , 2 1) 4g n n k kσ − + ≤ ，
10

2
nk + ∀ ≤ ≤   

可知 

     4[(4 ) 1] 4[(4 ) 3] ... 4[(2 ) 1] [(2 ) 1]S m a m a m a a m aσ ≤ + − + + − + + + + + + −  

       
[(4 1) (2 1)] [ ]4 (2 1)

2
m a m a m a m a+ − + + + ×

= × + × + −  

       2 212 6m am a a= + + −  

     ( )
2

SA n σ≤∵  

     
2

2( ) 6 3
2

a aA n m am −
∴ ≤ + +  

     並且取
2

2( ) 6 3
2A

a aUB n m am −
= + +  

      

     引理二： ( ) 0(mod 2)A n ≡ ， n∀ ∈ ¥                                    

      

     證明： 

     取一個矩陣[ ]ij n nP × ， 1 ( , )ijP i j= ⇔ 上有棋子， 0 ( , )ijP i j= ⇔ 沒有棋子 

     若 {1, 2, ..., }i n∀ ∈ ， ! 1ijj P∃ ∋ = ， {1, 2, ..., }j n∀ ∈ ， ! 1iji P∃ ∋ =  

     則稱[ ]ij n nP × 為一個良好矩陣，且記 11
1 ,

[ ( , ) ]n ij
i j n

S f i j Pσ
≤ ≤

= ×∑  
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圖(四) 

     如果 stP I P′ = (見圖(四)) 

     
11

1 ,
[ ( , ) ]n ij

i j n
S f i j Pσ

≤ ≤

′′→ = ×∑  

     
1 1 1 1 1

1 ,
[ ( , ) ] ( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))n ij n n n n

i j n
f i j P f s s f t t f s t f t sσ σ σ σ

≤ ≤

= × − − + +∑  

     但注意到
1
( , )nf i j j i= −  

     →
1 1 1 11 1 ( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))n n n nS S f s s f t t f s t f t sσ σ σ σ σ σ′ ≡ − − + +  

          1 ( ) ( ) ( ) ( )S s s t t t s s tσ σ σ σ≡ − − − − + − + −  

          1 ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )S s s t t t s s tσ σ σ σ≡ + − + − + − + −  

          1(mod 2)S≡  

     再者，對於任意良好矩陣，可藉著 nI 與數個 stI 相乘得到它。故給一個矩陣 

     [ ]ij n nP × ，必存在 c個交換矩陣 stI 使
1

[ ( )]
i i

i c

s t n
i

P I I
=

=

= ∏ 1 1 0(mod 2)S Sσ σ′⇒ ≡ ≡  

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

     步驟二：(構造) 

     想法： 

     首先討論當 4n m= 時的情況，由於前些尋找出 ( )A n 的上界的方法，曾利用 

     到 ( )
2

SA n σ≤ ，所以 ( )A nσ 最大值，應當要發生在
1 2

S Sσ σ= ，而若圖形呈現 

     點對稱的話，就有
1 1 2 2

( , ( )) ( , ( ))n nS f i i f i i Sσ σσ σ= = =∑ ∑ 。 

     因此不妨一開始在兩條對角線所分割出來的四個區域內放相同數目的棋子 

     且讓圖形呈現點對稱之情況 ! , ( ) ( ) ( ) 1i j block p i j nσ σ→ ∃ ∈ ∋ + = +  

     再者，必須要有 ( , 2 1) 4g n n k kσ − + = ， k m∀ ≤  

     若不然，將有 2( ) 6A n m< ，因為中間放縮的不等式不會同時成立。 

     此限制亦即藍色框內部不能放置任何一個棋子(見圖(五)) 
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圖(五) 圖(六) 

圖(七) 

     而下就是最終構造的結果(見圖(六))： 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

     此時所有棋子移至兩條對角線的距離總和是 26m，恰好是達到 ( )A n 的上界， 
     也就代表完成了構造。然而其他的呢？像是：4 1m + 、4 2m + …。我們猜 

     測圖形應該會跟先前所構造出來的兩個相似，因此，不妨現用之前的構造 

     方式，再利用一些調整的操作，已完成所需要的構造。並且想到，前面的 

     證明有使用到 stI 進行兩個良好狀態的轉換，故討論 stI 之 ,s t與 ( ), ( )s tσ σ 的 

     位置關係，然後看 Sσ值經 stI 作用之後變化的情況。 

     工具一：交換棋子                                                 

      

     說明： 

     ◎如下圖(七)所示， ( , ( )), ( , ( )) ( )i i j j block pσ σ ∈  

       現在如果進行交換 ( , ( )), ( , ( )) ( , ( ), , ( ))i i j j i j j iσ σ σ σ→  

       此時
1 1 1
( ) ( ) | ( ) | | ( ) | | ( ) j | | ( j) | = ( )f n f n i i j j i i f nσ σ σσ σ σ σ′ = − − − − + − + −  

           
2 2
( ) ( ) | ( ) (n+1- ) | | ( ) (n+1- ) |f n f n i i j jσ σ σ σ′ = − − − −  

                  
2

| ( ) (n+1-j) | | ( j) (n+1- ) | = ( )i i f nσσ σ+ − + −  

       綜合以上，
1 1 2 2
( ) ( ), ( ) ( )f n f n f n f nσ σ σ σ′ ′= =  
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圖(八) 

圖(九) 

     ◎如下圖(八)所示， ( , ( )) ( ), ( , ( )) ( 1)i i block p j j block pσ σ∈ ∈ +  

       要是進行交換 ( , ( )), ( , ( )) ( , ( ), , ( ))i i j j i j j iσ σ σ σ→  

       則
1 1 1
( ) ( ) | ( ) | | ( ) | | ( ) j | | ( j) | ( ) ( )f n f n i i j j i i f nσ σ σσ σ σ σ′ = − − − − + − + − ≤ ≥  

         
2 2
( ) ( ) | ( ) (n+1- ) | | ( ) (n+1- ) |f n f n i i j jσ σ σ σ′ = − − − −  

                
2

| ( ) (n+1-j) | | ( j) (n+1- ) | ( ) ( )i i f nσσ σ+ − + − ≤ ≥  

       並且可知
1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f n f n f n f nσ σ σ σ′ ′+ < > + (即不等號不會同時成立) 

        

        

        

        

        

        

        

        

        

     ◎如下圖(九)所示， ( , ( )) ( ), ( , ( )) ( 2)i i block p j j block pσ σ∈ ∈ +  

       如果進行交換 ( , ( )), ( , ( )) ( , ( ), , ( ))i i j j i j j iσ σ σ σ→  

       則
1 1 1
( ) ( ) | ( ) | | ( ) | | ( ) j | | ( j) | ( ) ( )f n f n i i j j i i f nσ σ σσ σ σ σ′ = − − − − + − + − ≥ ≤  

         
2 2
( ) ( ) | ( ) (n+1- ) | | ( ) (n+1- ) |f n f n i i j jσ σ σ σ′ = − − − −  

                
2

| ( ) (n+1-j) | | ( j) (n+1- ) | ( ) ( )i i f nσσ σ+ − + − ≤ ≥  

       並且可知
1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( )f n f n f n f nσ σ σ σ′ ′+ = +  
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     以下是其他 0(mod 4)n ≠ 的情況討論 

1. 8 1k + 型 

      

     模仿8k型的構造方式，也就是如下的分類： 

     1 ~ 2 , ( ) 2i k i i kσ= = +  

     2 1 ~ 4 1, ( ) 4i k k i i kσ= + + = +  

     4 2 ~ 6 1, ( ) 4 1i k k i i kσ= + + = − −  

     6 2 ~ 8 1, ( ) 2 1i k k i i kσ= + + = − −  

     現在計算
1 2
(8 1), (8 1)f k f kσ σ+ +  

     
1
(8 1) 2 2 4 (2 1) (4 1) 2 (2 1) 2f k k k k k k k k kσ + = × + × + + + × + + ×  

              224 8k k= +  

     
2 1

2(8 1) 2 (8 1) (8 1) 24 4Af k UB k f k k kσ σ+ = × + − + = +  

     然而實際上有 2(8 1) 24 6A k k k+ ≤ + ，所以我們想要微調σ ，盡可能使得 

     
1 2

2(8 1) (8 1) 24 6f k f k k kσ σ→ + = + = +  

     利用到剛剛所敘述工具一「交換棋子」 

     可以發現到若 (2 1) (2 1) 1, (8 1) (8 1) 1k k k kσ σ σ σ+ → + − + → + +  

則有以下的變化： 

1 1
(8 1) (8 1) 2f k f kσ σ′ + = + −  

2 2
(8 1) (8 1) 2f k f kσ σ′ + = + +  

依照這個趨勢走向，可知能夠完成目標
1 2

2(8 1) (8 1) 24 6f k f k k kσ σ+ = + = +  

而這是最後的調整結果： 

     1 ~ 2 , ( ) 2i k i i kσ= = +  

     2 1, ( ) 3i k i i kσ= + = +  

     2 2 ~ 4 1, ( ) 4i k k i i kσ= + + = +  

     4 2 ~ 6 1, ( ) 4 1i k k i i kσ= + + = − −  

     6 2 ~ 7 1, ( ) 2 1i k k i i kσ= + + = − −  

7 2 ~ 8 1, ( ) 2i k k i i kσ= + + = −  

此時
1 2

2(8 1) (8 1) 24 6f k f k k kσ σ+ = + = +  

故由
1 2

2(8 1) min{ (8 1), (8 1)} 24 6A k f k f k k kσ σ+ ≥ + + = +  
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圖(十) 

圖(十一) 

結合 2(8 1) 24 6A k k k+ ≤ +  
2(8 1) 24 6A k k k⇒ + = +  

      

      

      

      

      

      

      

      

      

2. 8 2k + 型 

      

     一樣地模仿8k型的構造方式，也就是如下的分類： 

     1 ~ 2 , ( ) 2i k i i kσ= = +  

     2 1 ~ 4 1, ( ) 4 1i k k i i kσ= + + = + +  

     4 2 ~ 6 1, ( ) 4 1i k k i i kσ= + + = − −  

     6 2 ~ 8 2, ( ) 2 1i k k i i kσ= + + = − −  

     現在計算
1 2
(8 2), (8 2)A k A kσ σ+ +  

     
1
(8 2) 2 2 (4 1) (2 1) (4 1) 2 (2 1) (2 1)A k k k k k k k k kσ + = × + + × + + + × + + × +  

              224 12 2k k= + +  

     
2 1

2(8 2) 2 (8 2) (8 2) 24 12AA k UB k A k k kσ σ+ = × + − + = +  

     
1 2

2(8 1) min{ (8 1), (8 1)} 24 12A k A k A k k kσ σ+ ≥ + + = +  

     然而實際上有 2(8 2) 24 12A k k k+ ≤ +  

     2(8 1) 24 12A k k k⇒ + = +  
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圖(十二) 

3. 8 3k + 型 

      

     同樣模仿8k型的構造方式，也就是如下的分類： 

     1 ~ 2 , ( ) 2i k i i kσ= = +  

     2 1 ~ 4 2, ( ) 4 1i k k i i kσ= + + = + +  

     4 3 ~ 6 2, ( ) 4 2i k k i i kσ= + + = − −  

     6 3 ~ 8 3, ( ) 2 2i k k i i kσ= + + = − −  

     現在計算
1 2
(8 3), (8 3)A k A kσ σ+ +  

     
1
(8 3) 2 2 (4 1) (2 2) (4 2) 2 (2 2) (2 1)A k k k k k k k k kσ + = × + + × + + + × + + × +  

              224 20 4k k= + +  

     
2 1

2(8 3) 2 (8 3) (8 3) 24 16 2AA k UB k A k k kσ σ+ = × + − + = + +  

     然而實際上有 2(8 3) 24 18 2A k k k+ ≤ + +  

     一樣使用「工具一」可知
1 2

2min{ (8 3), (8 3)} 24 18 2A k A k k kσ σ+ + = + +  

而這是最後的調整結果： 

     1 ~ 2 , ( ) 2i k i i kσ= = +  

     2 1, ( ) 3i k i i kσ= + = +  

     2 2 ~ 4 2, ( ) 4 1i k k i i kσ= + + = + +  

     4 3 ~ 6 2, ( ) 4 2i k k i i kσ= + + = − −  

     6 3 ~ 7 2, ( ) 2 2i k k i i kσ= + + = − −  

7 3 ~ 8 3, ( ) 2 1i k k i i kσ= + + = − −  

此時
1 2

2min{ (8 3), (8 3)} 24 18 2A k A k k kσ σ+ + = + +  

2(8 3) 24 18 2A k k k⇒ + = + +  
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圖(十三) 

     5. 8 5k + 型 

      

     再一次模仿8k型的構造方式，也就是如下的分類： 

     1 ~ 2 1, ( ) 2 1i k i i kσ= + = + +  

     2 2 ~ 4 3, ( ) 4 2i k k i i kσ= + + = + +  

     4 4 ~ 6 4, ( ) 4 3i k k i i kσ= + + = − −  

     6 5 ~ 8 5, ( ) 2 2i k k i i kσ= + + = − −  

     現在計算
1 2
(8 5), (8 5)A k A kσ σ+ +  

     
1
(8 5) (2 1) (2 1) (4 2) (2 2)A k k k k kσ + = + × + + + × +  

                (4 3) (2 1) (2 2) (2 1)k k k k+ + × + + + × +  

              224 32 10k k= + +  

     
2 1

2(8 5) 2 (8 5) (8 5) 24 28 8AA k UB k A k k kσ σ+ = × + − + = + +  

     然而實際上有 2(8 5) 24 30 8A k k k+ ≤ + +  

     利用「工具一」可知
1 2

2min{ (8 5), (8 5)} 24 30 8A k A k k kσ σ+ + = + +  

而這是最後的調整結果： 

     1 ~ 2 1, ( ) 2 1i k i i kσ= + = + +  

     2 2, ( ) 3 1i k i i kσ= + = + +  

     2 3 ~ 4 3, ( ) 4 2i k k i i kσ= + + = + +  

     4 4 ~ 6 4, ( ) 4 3i k k i i kσ= + + = − −  

     6 5 ~ 7 4, ( ) 2 2i k k i i kσ= + + = − −  

7 5 ~ 8 5, ( ) 2 1i k k i i kσ= + + = − −  

此時
1 2

2min{ (8 5), (8 5)} 24 30 8A k A k k kσ σ+ + = + +  

2(8 5) 24 30 8A k k k⇒ + = + +  
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圖(十四) 

     6. 8 6k + 型 

      

     再度模仿8k型的構造方式，也就是如下的分類： 

     1 ~ 2 1, ( ) 2 1i k i i kσ= + = + +  

     2 2 ~ 4 3, ( ) 4 3i k k i i kσ= + + = + +  

     4 4 ~ 6 4, ( ) 4 3i k k i i kσ= + + = − −  

     6 5 ~ 8 6, ( ) 2 2i k k i i kσ= + + = − −  

     現在計算
1 2
(8 6), (8 6)A k A kσ σ+ +  

     
1
(8 6) (2 1) (2 1) (4 3) (2 2)A k k k k kσ + = + × + + + × +  

                (4 3) (2 1) (2 2) (2 2)k k k k+ + × + + + × +  

              224 36 16k k= + +  

     
2 1

2(8 6) 2 (8 6) (8 6) 24 36 8AA k UB k A k k kσ σ+ = × + − + = + +  

     然而實際上有 2(8 6) 24 36 12A k k k+ ≤ + +  

     利用「工具一」可知
1 2

2min{ (8 6), (8 6)} 24 32 12A k A k k kσ σ+ + = + +  

而這是同之前方式所得到的調整結果： 

     1 ~ 2 1, ( ) 2 1i k i i kσ= + = + +  

     2 2, ( ) 4 1i k i i kσ= + = + +  

     2 3 ~ 4 3, ( ) 4 3i k k i i kσ= + + = + +  

     4 4 ~ 6 4, ( ) 4 3i k k i i kσ= + + = − −  

6 5 ~ 8 6, ( ) 2 1i k k i i kσ= + + = − −  

此時
1 2

2min{ (8 6), (8 6)} 24 36 12A k A k k kσ σ+ + = + +  

     2(8 6) 24 32 12A k k k⇒ + = + +  
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圖(十五) 

     7. 8 7k + 型 

      

     最後一次模仿8k型的構造方式，也就是如下的分類： 

     1 ~ 2 1, ( ) 2 2i k i i kσ= + = + +  

     2 2 ~ 4 3, ( ) 4 4i k k i i kσ= + + = + +  

     4 4 ~ 6 5, ( ) 4 3i k k i i kσ= + + = − −  

     6 6 ~ 8 7, ( ) 2 2i k k i i kσ= + + = − −  

     現在計算
1 2
(8 7), (8 7)A k A kσ σ+ +  

     
1
(8 7) (2 2) (2 1) (4 4) (2 2)A k k k k kσ + = + × + + + × +  

                (4 3) (2 2) (2 2) (2 2)k k k k+ + × + + + × +  

              224 44 20k k= + +  

     
2 1

2(8 7) 2 (8 7) (8 7) 24 40 16AA k UB k A k k kσ σ+ = × + − + = + +  

     然而實際上有 2(8 7) 24 42 18A k k k+ ≤ + +  

     利用「工具一」可知
1 2

2min{ (8 7), (8 7)} 24 42 18A k A k k kσ σ+ + = + +  

而這是最後的調整結果： 

     1 ~ 2 1, ( ) 2 2i k i i kσ= + = + +  

     2 2, ( ) 3 3i k i i kσ= + = + +  

     2 3 ~ 4 3, ( ) 4 4i k k i i kσ= + + = + +  

     4 4 ~ 6 5, ( ) 4 3i k k i i kσ= + + = − −  

6 6 ~ 7 6, ( ) 2 2i k k i i kσ= + + = − −  

7 7 ~ 8 7, ( ) 2 1i k k i i kσ= + + = − −  

此時
1 2

2min{ (8 7), (8 7)} 24 42 18A k A k k kσ σ+ + = + +  

     2(8 7) 24 42 18A k k k⇒ + = + +  
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    定理二：

23
8( ) 2

2

n
A n

  
    =
 
  

， n∀ ∈ ¥                                  

      

     證明： 

     根據構造所得到的，可以發現到： 

     

2

2

3 (8 )
8(8 ) 24 2

2

k
A k k

  
    = =
 
  

，

2

2

3 (8 1)
8(8 1) 24 6 2

2

k
A k k k

  +    + = + =
 
  

 

     

2

2

3 (8 2)
8(8 2) 24 12 2

2

k
A k k k

  +    + = + =
 
  

，

2

2

3 (8 3)
8(8 3) 24 18 2 2

2

k
A k k k

  +    + = + + =
 
  

 

     

2

2

3 (8 4)
8(8 4) 24 24 6 2

2

k
A k k k

  +    + = + + =
 
  

，

2

2

3 (8 5)
8(8 5) 24 30 8 2

2

k
A k k k

  +    + = + + =
 
  

 

     

2

2

3 (8 6)
8(8 6) 24 36 12 2

2

k
A k k k

  +    + = + + =
 
  

，

2

2

3 (8 7)
8(8 7) 24 42 18 2

2

k
A k k k

  +    + = + + =
 
  

 

     因為以上八種分類為正整數的一種分割方式 

     所以我們便得到

23
8( ) 2

2

n
A n

  
    =
 
  

， n∀ ∈ ¥  
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圖(十六) 

(二).問題二之研究過程與結果： 

     步驟一：(求出 ( )B n 之上界) 

     以下先引入「工具二」： 

     工具二：移動一個棋子                                             

      

     說明：(見圖(十六)) 

     ◎要是移動棋子位於兩條對角線之間，且移動的過程之中並沒有越過對角 

       線，那麼不難知其要到兩條對角線的距離改變量和為零。說明： 

       讓我們回顧前些的公式
1
( , )nf i j j i= − ，

2
( , ) ( 1 )nf i j j n i= − + −  

       考慮移動方向是垂直方向即可，注意到因為移動過程中 

       沒有越過對角線 [ , 1 ]j i n i→ ∈ + − ，而 [ , 1 ]j i n i′∈ + − 。 

       
1 1 2 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nf i j f i j f i j f i j′ ′⇒ − = −  

◎棋子移動過程中有越過對角線，那麼其要到兩條對角線 

  的距離改變量差是為零。說明： 

       一樣利用前面的公式，注意到因為移動過程中沒有越過 

       對角線 [ , 1 ]j i n i→ ∈ + − ，而 [ , 1 ]j i n i′∉ + − 。 

       
1 1 2 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nf i j f i j f i j f i j′ ′⇒ − = −  

     定理三(1)： 2( ) 40B n k≤ ， 8n k=                                     

      

     證明： 

     首先我們注意到
1.1 2.2

2min{ , } ( ) 24S S A n kσ σ ≤ = ，接著我們欲得到
1.2

216S kσ ≤  

     而此時必須利用到一個結果：
1

2
4| ( , ) | 8k ijf i j P k× ≤∑  

     說明： 

     假設 ( 1), , , 1, 1ij i ki j k j k P P +∃ ∋ < = = ，考慮變換 2 2 ( 1) 2 2[ ] [ ]ij k k i i ij k kP I P× + ×′ = ×  

     則有 1 1S Sσ σ′ −
1 1

1 , 1 ,
[ ( , ) ] [ ( , ) ]n ij n ij

i j n i j n
f i j P f i j P

≤ ≤ ≤ ≤

′= × − ×∑ ∑  

     
1 1 1 1
( , ( )) ( 1, ( 1)) ( , ( 1)) ( 1, ( ))n n n nf i i f i i f i i f i iσ σ σ σ= − − + + + + + +  

     
1 1 1 1

[ ( , ( 1)) ( , ( ))] [ ( 1, ( )) ( 1, ( ))]n n n nf i i f i i f i i f i iσ σ σ σ= + − + + − +  

     以下分成兩種情況進行討論： 
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圖(十七) 

     � 
1 1
( , ( )) ( 1, ( 1)) 0n nf i i f i iσ σ× + + ≥  

        
1 1 1 1

[ ( , ( 1)) ( , ( ))] [ ( 1, ( )) ( 1, ( ))] 0n n n nf i i f i i f i i f i iσ σ σ σ→ + − + + − + =  

     � 
1 1
( , ( )) ( 1, ( 1)) 0n nf i i f i iσ σ× + + <  

        
1 1 1 1

[ ( , ( 1)) ( , ( ))] [ ( 1, ( )) ( 1, ( ))] 0n n n nf i i f i i f i i f i iσ σ σ σ→ + − + + − + >  

     ⇒ 1 1S Sσ σ′ ≥  

     接著為了說明以上的操作只可進行有限次，故考慮逆序數對總數 

     即 ( ) {( , ) | , ( ) ( )}Rev Card i j i j i jσ σ σ= < >  

     經變換，
1 4 1 4

( ) ( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
i j k i j k

Rev Rev com i j com i jσ σ σ σ σ σ
≤ < ≤ ≤ < ≤

′ ′ ′− = −∑ ∑  

                            ( ( ), ( 1))=1com i iσ σ′ ′= +  

     ( ) ( )Rev Revσ σ′→ >  

     而
4 1 4

1 4 1 2
( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

k k

i j k i j
Rev com i j com i jπ π π σ σ

−

≤ < ≤ = =

= =∑ ∑ ∑  

             (4 1) (4 2) ... (1) 2 (4 1)k k k k≤ − + − + + = − ， 4kπ∀ ∈ ∏  

     因此綜上，
14 4 4max{ | ( , ) | | [ ]k ij ij k kf i j P P is××∑  }good =

1

4
2

1
( , 1 ) 8

k

n
i

f i n i k
=

+ − =∑  

     最後，因為
1.2

2 | ( ) |S i iσ σ≤ × −∑ ，所以
1.2

2 22 8 16S k kσ ≤ × =  

     1.1 2.2 1.2

1.1 2.2 1.2

2min{ , }
( ) 2( ) min{ , } 40

2
S S S

B n S S S kσ σ σ
σ σ σ

+
⇒ ≤ = + ≤  

     而為了達到上界，經過一些嘗試，我們發現必須做一點調整。 

     以下的圖即為我們調整的結果(見圖(十七))： 
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圖(十八) 

     因為現在任意兩個棋子之間，已經不會互相影響 

     所以只需要確認是否可以從 232k 調整至 240k  

     幸運地，恰好能夠再不影響
1.1 2.2

min{ , }S Sσ σ 或者
1.2

Sσ 的值的情況下完成調整 

     下面我們給出一個 2(8 ) 40B k kσ = 的構造方式： 

     1 21,3, ..., 4 1, ( ) 4 , ( ) 4i k i k i i k iσ σ= − = − = +  

     1 22, 4,..., 4 , ( ) 4 1 , ( ) 4 2i k i k i i k iσ σ= = + − = + −  

     1 24 1, 4 3,...,8 1, ( ) 12 , ( ) 12 1i k k k i k i i k iσ σ= + + − = − = + −  

     1 24 2, 4 4,...,8 , ( ) 4 , ( ) 12 2i k k k i i k i k iσ σ= + + = − = + −  

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

     而跟問題一的處理方式一樣，我們模仿8k型的構造方式，然後利用「工具 

     二」進行調整，希望能夠給出其它情形的構造法，不過這邊要先給出其它 

     情形的上界。 

     而算法即是利用 1.1 2.2 1.2

1.1 2.2 1.2

min{ , }
( ) 2[ ] min{ , }

2
S S S

B n S S Sσ σ σ
σ σ σ

+
≤ = +  

      

     定理三(2)： 2( ) 40 20B n k k≤ + ， 8 2n k= +                             

      

     證明： 

     ※1.
1.1 2.2

2min{ , } ( ) 24 12S S A n k kσ σ ≤ = +  

     ※2.
1.2

2 2
2

1 1
2 [2 (2 )] 8 8 (2 1) 16 8

k k

i i
S i i k k k kσ

= =

≤ × × = = + = +∑ ∑  

     2( ) 40 20B n k k⇒ ≤ +  

      

      



 20 

圖(十九) 

     定理三(3)： 2( ) 40 40 8B n k k≤ + + ， 8 4n k= +                          

      

     證明： 

     ※1.
1.1 2.2

2min{ , } ( ) 24 24 6S S A n k kσ σ ≤ = + +  

     ※2.
1.2

2 1
2 2

1
2 [2 ( )] 4(2 1) 16 16 4

k

i
S i k k kσ

+

=

≤ × × = + = + +∑  

     2( ) 40 40 8B n k k⇒ ≤ + +  

      

     定理三(4)： 2( ) 40 60 20B n k k≤ + + ， 8 6n k= +                         

      

     證明： 

     ※1.
1.1 2.2

2min{ , } ( ) 24 36 12S S A n k kσ σ ≤ = + +  

     ※2.
1.2

2 1
2

1
2 [2 (2 ) 4] (8 )(2 3) 8 16 24 8

k

i
S i k k k kσ

+

=

≤ × × + = + + = + +∑  

     2( ) 40 60 20B n k k⇒ ≤ + +  

      

步驟二：(構造) 

     以下是其他 0(mod 8)n ≠ 的情況討論 

1. 8 4k + 型： 

 模仿8k型的構造方式，一樣先把棋子擺成如8k型的初始狀態一般，亦即： 
     1 21 ~ 4 2, ( ) 4 3 , ( ) 4 2i k i k i i k iσ σ= + = + − = + +  

     1 24 3 ~ 8 4, ( ) 4 2, ( ) 12 7i k k i i k i k iσ σ= + + = − − = + −  

     接著進行調整，但要注意到不能
1.1 2.2

2min{ , } 24 24 6S S k kσ σ < + + 或 

     
1.2

216 16 4S k kσ < + + ，否則上界無法達到！以下是調整結果(見圖(十九))： 
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圖(二十) 

     因為現在任意兩個棋子之間，已經不會互相影響 

     所以只需要確認是否可以從 232 32 8k k+ + 調整至 240 40 8k k+ +  

     幸運地，恰好能夠再不影響
1.1 2.2

min{ , }S Sσ σ 或者
1.2

Sσ 的值的情況下完成調整 

     下面我們給出一個 2(8 4) 40 40 8B k k kσ + = + + 的構造方式： 

     1 21, ( ) 4 3 , ( ) 4 2i i k i i k iσ σ= = + − = + +  

     1 22, 4,..., 2 , ( ) 4 2 , ( ) 4 2i k i k i i k iσ σ= = + − = + +  

     1 23,5, ..., 2 1, ( ) 4 3 , ( ) 4 4i k i k i i k iσ σ= + = + − = + −  

     1 22 2, 2 4,..., 4 , ( ) 4 3 , ( ) 4 2i k k k i k i i k iσ σ= + + = + − = + −  

     1 22 3, 2 5,..., 4 1, ( ) 4 4 , ( ) 4 2i k k k i k i i k iσ σ= + + + = + − = + +  

     1 24 2, ( ) 4 5 , ( ) 4i k i k i i k iσ σ= + = + − = +  

     1 24 3, ( ) 4 6 , ( ) 4 1i k i k i i k iσ σ= + = + − = − +  

     1 24 4, 4 8,..., 6 2, ( ) 4 2, ( ) 12 6i k k k i i k i k iσ σ= + + + = − − = + +  

     1 24 5, 4 7,..., 6 3, ( ) 12 7 , ( ) 12 8i k k k i k i i k iσ σ= + + + = + − = + −  

     1 26 4, 6 6,...,8 4, ( ) 12 7 , ( ) 12 8i k k k i k i i k iσ σ= + + + = + − = + −  

     1 26 5,6 7,...,8 3, ( ) 4 2, ( ) 12 6i k k k i i k i k iσ σ= + + + = − − = + −  

     1 28 4, ( ) 4 3, ( ) 4 4i k i k i kσ σ= + = + = +  

      

     以下的圖即結果(見圖(二十))： 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

     2. 8 2k + 型： 

     模仿8k型的構造方式，一樣先把棋子擺成如右圖般，亦即： 

     1 21 ~ 4 1, ( ) 4 2 , ( ) 4 1i k i k i i k iσ σ= + = + − = + +  

     1 24 2 ~ 8 2, ( ) 4 1, ( ) 12 4i k k i i k i k iσ σ= + + = − − = + −  

     接著開始進行調整，但要注意到不能
1.1 2.2

2min{ , } 24 12S S k kσ σ < + 或 
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圖(二十二) 

圖(二十一) 

     
1.2

216 8S k kσ < + ，否則上界就無法達到了！ 

     以下是調整的結果(見圖(二十一))： 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

     因為現在任意兩個棋子之間，已經不會互相影響 

     所以只需要確認是否可以從 232 16k k+ 調整至 240 20k k+  

     下面我們給出一個 2(8 2) 40 20B k k kσ + = + 的構造方式： 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

3. 8 6k + 型： 

     模仿8k型的構造方式，一樣先把棋子擺成如8k型一般，亦即： 

     1 21 ~ 4 3, ( ) 4 4 , ( ) 4 3i k i k i i k iσ σ= + = + − = + +  

     1 24 4 ~ 8 6, ( ) 4 3, ( ) 12 10i k k i i k i k iσ σ= + + = − − = + −  

     接著開始進行調整，但要注意到不能
1.1 2.2

2min{ , } 24 36 12S S k kσ σ < + + 或 

     
1.2

216 24 8S k kσ < + + ，否則上界就無法達到了！ 
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圖(二十二) 

圖(二十三) 

     以下是調整的結果(見圖(二十二))： 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

     因為現在任意兩個棋子之間，已經不會互相影響 

     所以只需要確認是否可以從 232 48 16k k+ + 調整至 240 60 20k k+ +  

     下面我們給出一個 2(8 6) 40 60 20B k k kσ + = + + 的構造方式： 

           

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      



 24 

     定理四：

25
8( ) 4

4

n
B n

  
    =
 
  

， 0(mod 2)n∀ ≡                             

      

     證明： 

      

     

25 (8 )
8(8 ) 4

4

k
B k

  
    =
 
  

， 

25 (8 2)
8(8 2) 4

4

k
B k

  +    + =
 
  

 

     

25 (8 4)
8(8 4) 4

4

k
B k

  +    + =
 
  

，

25 (8 6)
8(8 6) 4

4

k
B k

  +    + =
 
  

 

     因為以上四種分類為所有正偶數的一種分割方式 

     所以我們便得到，

25
8( ) 4

4

n
B n

  
    =
 
  

， 0(mod 2)n∀ ≡  
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陸、研究結果與結論 

 

1. n是一個正整數，在一個邊長為n的棋盤上面，我們把n個棋子放置於上，使
得每一行、每一列恰好有一個棋子。把一個棋子移動水平或垂直方向至相鄰的方

格之中，稱為一次操作。數個棋子在移動的過程中允許位於同一方格，而我們的

目標是把所有的棋子移至其中一條對角線，並且該對角線上之每一個方格都恰好

有一個棋子。 

   則我們至多只須要

23
82

2

n  
    
 
  

次操作便能夠完成目標。 

 

2. n是一個正偶數，在一個邊長為n的棋盤上面，我們把2n個棋子放置於上，使
得每一行、每一列恰好有兩個棋子。把一個棋子移動水平或垂直方向至相鄰的方

格之中，稱為一次操作。數個棋子在移動的過程中允許位於同一方格，而我們的

目標是把所有的棋子移至成兩條完整的對角線，也就是這兩條對角線上之每一個

方格都恰好有一個棋子。 

    則我們至多只須要

25
84

4

n  
    
 
  

次操作便能夠完成目標。 

柒、應用及未來展望 

 
希望之後能夠做出更一般性的結果，而比較有希望的是：一行一列的棋子數目增

加，因為在處理這次研究所探討的兩個問題之中，可以發現到一行一列m個棋子
會和一行一列 1m − 個棋子有所關連，故也許我可以藉由數學歸納法，結合其他
的數學工具，以推倒出其結果。當然，還有其他的部份能夠進行推廣，舉例來說：

增加棋盤之維度，不要拘限在平面，往空間發展；還有棋子之移動方式，不單以

城堡這種較好討論的來做，其他種類的棋子也進行討論。 
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     玖、附件 

為了避免人工計算的錯誤，所以寫了以下的程式檢查 ( )A n ： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

再者，以方便起見，又寫了一個程式構造 ( )A n 的一組解： 

 


