
 

 

 

摘要 

 
本篇報告討論基於切片的葉柄三維重建問題。其背景是：採取存儲二維切片資訊，利用

切片資訊重建原物體三維形態的方法，可以有效地保存和利用三維資訊。此技術在實際中有

很大的用途，在醫學和其他領域有廣泛的應用。如要將人體全部三維資訊，包含內部錯綜複

雜的結構，完整地存儲在電腦中，以現在的技術也是有一定難度的，但若改用儲存人體切片

資訊，使用時重建再現的方法，則是利用現有技術可以解決的。本論文假設葉柄可視為一類

特殊的管道，該管道的表面是由球心沿著某一曲線（稱為中軸曲線）的球滾動包絡而成，其

中軸曲線為直線，由半徑固定的球滾動包絡形成。 

現有某管道的相繼 20張平行切片圖像，記錄了管道與切片的交面。為簡化起見假設管道中軸
曲線與每張切片有且只有一個交點，球半徑固定，切片間距以及圖像圖元的尺寸均為1。 
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壹、 研究動機 
切片可用於瞭解生物組織、器官等的形態。例如，將樣本染色後切成厚約 1mm的切片，

在顯微鏡下觀察該橫斷面的組織形態結構。如果用單面刀片連續不斷地將樣本切成數十、成

百的平行切片，可依次逐片觀察。根據拍照並採樣得到的平行切片數位圖像，運用電腦可重

建組織、器官等準確的三維形態，因此，我們可以希望能透過利用數學建模的研究，以期未

來能以數位的方式模擬ㄧ些生醫方面的活動。 

 

 

 

貳、研究目的 
本報告基於題中對葉柄形態的假設，建立管道中軸曲線參數方程，並綜合考慮實際情況中由

於切片厚度及數位圖像離散化帶來的偏差，通過在每張切片圖像中搜索其中陰影區域所能包

含的最大圓面，確定最適管半徑為 R=？，在此基礎上，將每張切片圖像中陰影區域所能包含

的半徑接近 R的圓面圓心作為中軸曲線與各切片交點（即中心點）的候選點集合。本模型使

用了二種改進演算法對該候選點集進行篩選以確定較接近實際的交點。 

本研究將會分成兩個部份： 

1. 建立葉柄切片的數學模型 

2. 不同的建模系統與實物的誤差探討。 

 

參、研究設備與器材 

 
紙、筆、電腦、MathType5、Microsoft Office Word2003、Wolfram Mathematica 6、 

Bloodshed Dev-C++ 

 

 

 

肆、建模問題分析 

建模方法: 
 

(一).建模假設 

 

一. 假設樣本葉柄可視為一類特殊的管道，該管道的表面是由球心沿著某一曲線的球滾  

動包絡而成，球半徑固定。 

 

二. 假設管道中軸曲線與每張切片有且只有一個交點，即將切片視為無厚度的切平面。 

三. 假設切片間距以及圖像圖元的尺寸均為1。 

四. 假設管道中軸曲線處處連續，且充分光滑。 

五. 假設兩點間距離根據“四捨五入”原則。 
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(二).名詞解釋與對應符號： 

 

(1) :iM 第 i張切片的點陣圖資訊矩陣，為方便起見，我們也稱其為第 i個切平面。 

 

(2) :M 點陣圖資訊矩陣集合， { }0 19iM M i= ≤ ≤ 。 

 

(3)
( )
( )




=
=

zYy
zXx
：管道中軸曲線參數方程，其中0 19z≤ ≤ 。 

 

(4)R：管半徑，即沿中軸曲線滾動球的半徑。 

 

(5) iP：中心點，即管道中軸曲線與第 i個切平面的交點，根據上述方程可知 ( ))()( iYiXPi ，= ，   

   其中 0 19i≤ ≤ 。 

 

(6) iSP： iP的候選點的集合，為定義在某切平面 iM 上所有被判定為最適圓面 )( Rr ≥ 的圓。 

 

(三).模型建立及求解： 

 

由以上分析，中軸曲線可以通過確定 iP  ( )0 19i≤ ≤ 的座標來求得。因此問題即轉化為如

何確定 iP  ( )0 19i≤ ≤ 的座標。 

由於中軸曲線為球心滾動軌跡，因此 iP為球心。而理想無厚度切片的圖像為切平面與沿
中軸曲線滾動的球體相交成的圓面疊加而成，即右圖中各圓周的包絡區域： 

 

下面說明的命題對本模型有基礎意義:。 

  

在該包絡區域中可容納的最大圓面以 iP為圓心，R為半徑。 

說明：假設中軸曲線上存在另一點P′，以其為球心，以R為半徑作球，則該球與此切平面相
交成的圓面的半徑不大於R，若為R，則可知P′與此切平面的距離為0，換句話說，P′在此
切平面上。這與題設中軸曲線與每個切平面有且只有一個交點矛盾。因此可證明在該包絡區

域中可容納的最大圓面是以 iP為球心，以R為半徑的圓。 

 

(四).建模流程： 

 

步驟一：令 0R = 。 

步驟二：若以P為圓心，R為半徑的圓面包含在點陣圖 iM 中，繼續下一步驟， 

        否則轉步驟四。 

步驟三： 1R R= + ，轉步驟二。 

步驟四：返回 1R − ，以上過程，用C + +，執行此過程。 
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(五).建模系統分析： 

 

上述實驗目的提到， 我們要對不同的建模系統與實物進行誤差探討 

建模系統可分為: 

系統一，系統二 

分別將 0 ~ 19i = 帶入中軸曲線方程式，得到 iP，進行誤差計算，以誤差值比較兩種系統的優
劣 

  

由於分析每張切片發現圖案皆接近圓形，故此處我們進行簡化，假設第i張切片的圖形為以 iP
為圓心，最適半徑的圓。(此圖稱為 iN ) 

 

誤差計算方式:直接比較 iM 和 iN 的0 1− 矩陣，計算相同點的數目( iS ) 

 

誤差率 16384 100%16384
Si−= ×  

 

 

伍、研究方法與過程 

 
由於數位圖像離散化會造成一定的陰影和誤差，其實際形態與再現圖是有一定偏離的。根據

題中假設，假設某些葉柄可視為一類特殊的管道，該管道的表面是由球心沿著某一曲線滾動

的半徑固定的球包絡而成，該曲線稱為中軸曲線，球半徑也稱為管半徑。 

 
本模型將基於上述假設重建葉柄的三維形態，使其精確化，參數化。 

建模過程: 

數據分析流程 

首先，將切片拍照後，利用軟體將其轉成黑白的點陣圖，再利用C + +程式將黑色的部分用1儲
存，白色的部分用R儲存，然後再用另一個C + +程式，求出候選點集，在將這些點凝合，求
出中軸曲線方程式，最後再將每個切片結合起來，搭配中軸曲線，建模出三維葉柄模型 
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演算法分為 

演算法一 

演算法二 

找出 iSP，對此中軸曲線進行包絡 

軟體作業 

C + +軟體作業 

C + +編碼儲
存 

C + +作業 

找出中軸曲線候選點

凝合候選點集，求出

中軸曲線及中軸曲

線方程式 

( )
( )

x x z
y y z

=
=
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演算法一:將某一切平面 iM 所有的點代入 ),( PMGetMaxR i ，將求得的半徑排序，選取半徑最

大的圓面圓心作為 iP，迴圈即得所有中心點座標及對應最大圓面半徑。 

 

作業流程如圖: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

誤差率

16384 100%16384
Si−= ×

代入

),( PMGetMaxR i  

求得半徑排序 將半徑排序中，最適半徑

設為此模型的管半徑 

搭配由候選點集第一

個找到的點，收集起

來，凝合出中軸曲線

方程式 

將中軸曲線用求出的管半

徑所形成的圓進行包絡，

即完成演算法一建模 
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演算法一結果探討: 

利用演算法ㄧ所建立的模型如下 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

中軸曲線方程式: 
0.074 63.1
0.003 64.029

x z
y z

= − +
= − +  

 

中軸曲線繪圖如下: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 8 

由圖可知，建模的結果接近實物，不過細節的部分仍有些許的差距，原因是演算法一是利用

候選點集中第一個找到的點進行中軸曲線的凝合，所以在某些切片我們所選擇的點不是真正

中軸曲線上的點，而有些偏差，故所凝合的中軸曲線也不會完全與原物相同， 再加上管半徑

的誤差，整個建模結果與實物產生了誤差。 

 

 

建模流程如圖: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

演算法二:切片內所有 iP的侯選點集 iSP的資訊，確定 iP的座標，可以提高結果的精度。 

代入 ),( PMGetMaxR i  

將中軸曲線用求出的管半

徑所形成的圓進行包絡，

即完成演算法二建模。 

將半徑排序中，最適半徑

設為此模型的管半徑。 

搭配由候選點集中，

將位於中間的點收集

起來，凝合出中軸曲

線方程式。 

求得半徑排

序:………… 
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演算法二結果探討: 

利用演算法二所建立的模型如下: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

中軸曲線方程式: 

 

 

 

 

中軸曲線繪圖如下: 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0.016 62.9
0.008 64.529

x z
y z

= − +
= − +
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在演算法二中，我們預期會更接近真正的中軸曲線，因為我所選取的點是候選點及分佈中，

位於中間的點，理論上應該會比演算法一正確，但還是有些許的差距，再加上管半徑的誤差，

整個建模結果與實物比起，仍有些偏頗，但兩者的比較的真實情形，等等會在誤差分析中探

討。 

 

 

 

建模誤差分析: 

 

誤差率＝16384 100%16384
Si− ×  

 

1. 演算法一：  

編號 誤差率 編號 誤差率 

1 0.939941%  11 0.476074%  

2 0.360107%  12 0.524902%  

3 0.482178%  13 0.805664%  

4 0.482178%  14 0.537109%  

5 0.579834%  15 0.384521%  

6 0.714111%  16 0.915527%  

7 0.622559%  17 0.750732%  

8 0.701904%  18 0.891113%  

9 0.701904%  19 0.750732%  

10 0.714111%  20 0.671387%  

 

2. 演算法二： 

 

 

 

 

 

 

編號 誤差率 編號 誤差率 

1 0.939941%  11 0.299072%  

2 0.286865%  12 0.347900%  

3 0.567627%  13 1.080322%  

4 0.616455%  14 0.7990561%  

5 0.720215%  15 0.610352%  

6 0.598145%  16 1.489258%  

7 0.933838%  17 0.476074%  

8 0.939941%  18 0.579834%  

9 0.939941%  19 0.512695%  

10 0.622559%  20 0.592041%  

平均：0.65329%  

平均：0.697632%  
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陸、研究結果與結論 

 
(一). 

由於原始切片數位圖像精度只能達到 1，理論上應有 5.0± 的誤差允許範圍，因此模型結

果中半徑應處於6 0.5± 範圍內。此外模型結果中求得中軸曲線與各切平面交點均為整數座

標，這將造成捨入誤差。 

事實上模型中假設中軸曲線是過切面的某個像素點的。實際情況中，中軸曲線可能不過

任何像素點，而是從相鄰的象素點之間穿過，但理論上模型結果給出中軸曲線應充分接近實

際中軸曲線，因此在不超過原始資料精度條件下，模型精度總是可以達到要求的。 

根據葉柄形態特點，其中軸曲線應該是連續並充分光滑的，但求得的離散點插值結果不

是很光滑，因此有必要進行多項式擬合，以得到充分光滑的曲線，這樣處理之後擬和中軸曲

線應更加接近實際中軸曲線的形態。 

 

(二).  

在演算法一中，在收集候選點集時，我們選的是找到的第一個點，而演算法二中，我們找的

是候選點集中，點分佈的中間值，我們可以合理的預期： 

演算法二所凝合出的中軸曲線方程式會比演算法一接近實際的中軸曲線，但在誤差分析中，

透過演算法二凝合出的中軸曲線比演算法一的中軸曲線誤差為大，令我們始料未即。 

 

(三).  

後來討論，為何結果不是我們所預料的，最後有以下幾個推論: 

 

1.可能樣本數太少 

2.可能真實的中軸曲線原本就比較接近候選點集點分佈中，偏向第一個選到的點，再加上樣

本本體形狀較規律，應此相鄰的切片其實差距不大，綜合以上原因，才會發生演算法一 所

凝合的中軸曲線會比演算法二準確 

3.演算法二凝合的中軸曲線誤差率為 0.697632％，而演算法一凝合的中軸曲線誤差率為

0.65329％，其實差別不大，也許增加切片數量或建模樣本，便可看出兩種演算法之間的差

異，可能會符合我們的預期，但也可能越不與我們的預期相符。 

 

(四). 

由於我們從誤差探討中發現演算法二會比演算法一來的不準確，不過差距不大，但就以平均

值會比單一變數來得接近實際值的經驗而言，如此結果令我們感到不解，於是我們希望能把

此研究作進一步的研伸探討，經過討論之後，我們可以往以下兩個方面進行深入研究： 

1. 

增加選取的樣本數量，對同一個樣本切成越多數量的切片，切片與切片之間的差距也縮小，

此舉可以降低我們捨入的誤差，進而達到更精確取樣 

2. 

改變所選取的樣本，往樣本型態較不規律的方面的方面著手，如此一來，切片與切片之的相

似度會降低，因此，不同的演算法之間的差距就會較明顯的表現出來，也可以判斷演算法的

優劣。 
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柒、應用及未來展望 
 

在很多研究中，如果要實際操作實物進行研究，有時會比較耗時、耗力，而且其他條件、變

因在現實中也不好控制，但如果能有一套完整且有系統的方法把實物建立在電腦中，不但可

以儲存數據，還可以利用軟體進行模擬，此舉可以避免許多現實中無法避免的影響，雖然有

些部分還是會和現實有差距，但在可接受的範圍內，利用數學建模搭配電腦程式模擬，比起

操作實物來得經濟實惠和效率，故本報告研究葉柄的建模，以期未來能延伸到更多面向的建

模，進而達到利用電腦程式模擬實驗之目的。 
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否 

玖、附錄 
 

1. ( , )iGetMaxR M P  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

是 

令 0R =  令 1R R= +  輸入 iM 的 0 1− 矩陣 

判斷以 P為
圓心，半徑

為 R的圓是
否完全落在

iM 的 '1'內 

輸出 1R −  
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是 

是 

否 

是 

2.取得最大半徑的方法 

 
輸入 iM 的 0 1− 矩陣 

對第一個點調用 ),( PMGetMaxR i 子程式 

最大半徑 0MAXR =  

判斷R是否大
於 MAXR  

清空以記錄之點，

令 MAXR R= ， 

記錄點P  

判斷是否已

遍歷所有點 

判斷R是否等
於 MAXR  記錄點P  

對下一個點調

用 ),( PMGetMaxR i
 

輸出 MAXR 及已記錄之點 


