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摘要 
探討在一1 1× 的方形撞球桌上，取一角落放置一母球，若欲阻擋球桌上的進

行無能量散失且直線前進的母球，則最少需幾顆阻礙球？關於此問題，首先探討

若將子球置於與母球同邊的中點上之情形。利用繪圖觀察的方式找出最少的障礙

球，並另外探討其路線斜率、截距及反彈方向的關係，計算出給定碰撞次數的路

線數。最終將結論加以推廣至一般點。 
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壹、研究動機 

一直對撞球很有興趣的我，在一次參加撞球比賽的過程中，運用攻防戰術，

使對手無法使母球正面擊中子球。因此，想探討該如何在放置最少障礙球的情況

下，使母球從球桌角落出發，在經過有限次符合反射定律的反射下，無法碰到球

檯上的指定球。 

 

貳、研究目的 

一、求出在一1 1× 的方形球桌上，母球經有限次的反射後無法碰到與母球同邊中

點上的子球的最少障礙球數。 

二、求出在一1 1× 的方形球桌上，母球經有限次的反射後無法碰到子球的最少障

礙球數。 

 

參、研究設備及器材 
紙、筆、電腦、GeoGebra繪圖軟體。 
 

肆、名詞與定義 

一、障礙球：在1 1× 的方形球桌上放置，用來阻擋母球行徑路線的球。 

二、反彈路徑：若有一線段可代表一種母球的行進路線，則稱其為一反彈路徑，

如研究過程中的定理一。 

三、目標點：1 1× 的方形球桌上母球所擊向的子球。 

四、[ ]：高斯符號。 
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伍、研究過程 

由於本研究運用大量碰撞反彈，故利用幾何中線對稱進行研究，除此之外，

亦期盼能用較簡易的方式代表母球行進路線，因此首先證明定理一。 
 
定理一：對於一母球行進路線，若有一線段可代表一種母球的行進路線，則稱其

為一反彈路徑。 

 

證明：如圖(一)，若 , ,AG GF F E′ ′ ′′代表一母球行進路線， 

 
180

AGB DGF
AGB AGF F GD DGF AGF F GD

∠ = ∠
′ ′ ′ ′⇒ ∠ + ∠ + ∠ = ∠ + ∠ + ∠ = °

Q
 

故A G F─ ─ 共線， 
同理可得A G F E─ ─ ─ 共線 
則此對稱後線段可代表一種行徑路線，得證。 

圖（一） 

 

一、將子球置於與母球同邊之中點 

（一）將球桌以目標點的對邊為對稱軸向外作對稱，如圖（二）。其中，由於

球桌之四個角為直角，可完全鋪滿平面，故原點及翻轉後的目標點連線必會

經過有球桌覆蓋的平面。 
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圖（二） 

其中，由於母球及子球的連線為球桌之邊，故不討論母球及子球的連

線。建立一座標系，定母球所在的角落為 ( )0,0 ，則球桌的其他三個頂點依

序為 ( ) ( ) ( )1,0 , 1,1 , 0,1 ，子球座標 10,
2

 
 
 

。先觀察僅翻轉一次的球桌，如圖

（三）。其中，實線為球之實際路徑，虛線為其對稱前的路徑。 

圖（三） 

由圖（三）知，僅需一顆分布在其路徑上任一點的障礙球，即可符合原

題需求。 

若翻轉兩次，如圖（四）。 
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圖（四） 

由圖（四）知，若將障礙球置於藍色及紫色兩種反射路徑上的交點，即

為原題需求，如圖（五）。 

圖（五） 

若翻轉三次，如圖（六）。 
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圖（六） 

由圖（六）知，最少能用兩顆障礙球，即可阻擋此四種反射路徑，且在此

情況下，障礙球的擺法不唯一，只要找四條路徑上的兩兩路徑之交點即可。

例如圖（七）或圖（八） 

圖（七） 
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如圖（八） 

若翻轉四次，如圖（九）。 

圖（九） 

由圖（九）知，最少能用兩顆障礙球，即可阻擋此六種反射路徑，由於

圖中出現一四條路徑的交點，故將障礙球放在此交點，在另取另外兩條路
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徑的任意交點，即為原題所求。如圖（十） 

圖（十） 

若翻轉五次，如圖（十一）。 

圖（十一） 

由圖（十一）知，最少能用三顆障礙球，即可阻擋此九種反射路徑，且

在此情況下，障礙球的擺法不唯一。例如圖（十二）及圖（十三）。 
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圖（十二） 

圖（十三） 

（二）以下，取一條可經反彈後到達目標點的路線作分析，如圖（十四）。 

圖（十四） 
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此綠色路徑最終的目標點為原目標點所在的球桌，向右翻轉兩次，向上

翻轉一次，再向右翻轉一次而成。 

故我們令一路徑之所有向右翻轉次數為a，所有向上次數為b，定線段

第 n個與方格線的交點為 1nP − ，其中 a為正奇數。則如圖（十五）。

圖（十五） 

圖中之直線 L可表示為
1

2:
1

b
L y x

a

+
=

+
，且此線段被方格切割為

( )1a b+ + 條線段，若將線段折回原1 1× 方桌上，則此路經碰到 0x = 的次數

為
2
a 

  
次，碰到 1x = 的次數為

1 1
2

a −  +  
次，同理，碰到 0y = 的次數為

2
b 

  

次，碰到 1y = 的次數為
1 1

2
b −  +  

次，且 1n nP P + 斜率
{ }, 2 , ,0

, 2 1,
a n t t

a n t t
= ∈


− = + ∈

¥

¥
。如

圖（十六）。 
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圖（十六）  

（三）分析線段的截距和反彈方向的關係: 

首先，分析如圖（十七）之反彈方式。 

圖（十七） 

○1  1 : , 0L y mx m= >        

 ○2 2 : ,1 0L y x k k= + > >  

○3 3

1 1
: ,

1
q n

L y nx q
n

> > −
= +  >
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○4 4

1 1
: ,

1 0
p l

L y lx p
l

> > −
= +  > >

 

故可得此種反彈方式之 x截距與斜率之關係: y ax b= + ，
1 11b

a a a
− −

< < −  

同理，分析其他七種反彈方式後可得以下結論: 

:
1 11b

a a a
− −

< < −           :1 0b
a

−
> >  

:
1 11 b
a a a

− −
− < <            1 0b

a
−

> >  

:
11 1b
a a

−
− < <                      :

10 b
a a

− −
> >  

:
11 1b

a a
−

> > −                     
1 1b
a a

− < − <  

 

（四）發現了定理二如下: 

定理二：若將子球置於與母球同邊之中點，則給定總反彈次數 c，可得翻轉

c次的線段共有
1

2
c + 

  
條。 

證明： 

由斜率
( )

1 2 12
1 2 1

b bm
a a

+ +
= =

+ +
，其中 2 1b + 為正奇數， ( )2 1a + 為四的倍數，則

斜率的分子及分母和 ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 3 2 3b a a b c+ + + = + + = + ，其中 2 3c + 為正奇

數， 
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則若給定總反彈次數 c，可得翻轉 c次的線段共有

3
2 3 12

4 2 2

cc c
 + + +   = =        
 

，

得證。 

（五）討論:若 1m < 之解有
3

4
c + 

  
個， 1m > 之解有

1
4

c + 
  

個。 

證明： 

若 1m <
( )
2 1 1

2 1
bm
a

+
→ = <

+
 

2 1 2 2
2( ) 1

1
2

0

b a
b a

a b

a b

→ + < +
→ − <

−
→ − >

⇒ − ≥

 

又 a b c+ =  

2

2

ca

cb

 ≥

 ≤


  ⇒ 1m < 之解有
3

4
c + 

  
個。 

同理，若 1m >
( )
2 1 1

2 1
bm
a

+
→ = >

+

1
2

1
2

ca

cb

− ≤⇒  + ≥


  ⇒ 1m > 之解有
1

4
c + 

  
個。 

 

（六）探討所取交點與經翻轉後的交點之間的關係，如圖（十八）: 

圖（十八） 
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( )

( )

, 2 1' , ' 2 1(1 ), 2 10 1 2
'( ', ')

0 1 , 2 1' 2 1' ,
2(1 ), 2 1

a

b

a x if a k ax k x xa x if a kx
E x y

y b y if b k by yy k
b y if b k

+ =  + = ∈ = + −   + − = +< <    → ⇒ < < + = +    = + −= ∈  + − = −  

¥

¥

 

（七）由於在給定翻傳次數後所形成的路線，在球桌上的軌跡極為複雜，故

首先證明定理三。 

定理三：任取兩條路線，必至少有一交點。 

證明： 

假設兩路線 1 2,L L 分別翻轉 1 1 2 2( ), ( )a b a b+ + 次，其中 1 2,a a 為向右翻轉次數，

1 2,b b 為向上翻轉次數，則可將此兩條路線表為 1

1

2 1
2 2

by x
a

+
=

+
、 2

2

2 1
2 2

by x
a

+
=

+
。 

令 1
1

1

2 1 tan
2 2

b
a

θ
+

=
+

, 2
2

2

2 1 tan
2 2

b
a

θ
+

=
+

，且 1 2tan tanθ θ>  

⇒則此二線段分別表為 1tany xθ= , 2tany xθ= ，  

則原題為證明: 0 0 0( , )q x y∃ ∋ 1 1
1 1 0 1 0 1( ( 1) , ( 1) ) tanm nq m x n y y xθ+ ⋅ − + ⋅ − ∈ =  

                         2 2
2 2 0 2 0 2( ( 1) , ( 1) ) tanm nq m x n y y xθ+ ⋅ − + ⋅ − ∈ = ， 

其中 { }1 2 1 2, , , ,0m m n n ∈ ¥ ，如圖（十九）。 

圖（十九） 
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特別地， 1 1 0n m= = 時，必存在一 0 0( , )x y 使得原題有解。如圖（二十）。 

圖（二十） 

2 2

0 1 0

2 0 2 2 0

tan

( 1) tan ( ( 1) )n m

y x
n y m x

θ

θ

= ⋅→ 
+ − = ⋅ + −

 

且 0, 0m n> ≥  

則
2 2

2 2

2
0

2 2 1

1 2
0

2 2 1

tan ( ( 1) ) tan ( 1)
tan

tan ( ( 1) ) tan ( 1)

m n

m n

nx
m

ny
m

θ θ
θ

θ θ

 = ⋅ + − − −

 =
 ⋅ + − − −

 

(Ⅰ) 0 0, 0x y >  

2 2

2 2

2 2 2 1

2 2 1

tan ( ( 1) ) tan ( 1) 0

tan ( ( 1) ) tan ( 1)

m n

m n

n m

m

θ θ

θ θ

 → ⋅ + − − − > 
→ ⋅ + − > −

 

(Ⅱ) 0 0, 1x y <  

2 2

2 2

2 2 2 1

1 2 2 2 1

tan ( ( 1) ) tan ( 1)

tan tan ( ( 1) ) tan ( 1)

m n

m n

n m
n m

θ θ

θ θ θ

→ < ⋅ + − − −

→ < ⋅ + − − −
 

由(Ⅰ) (Ⅱ)， 

（a）若 1tan 1θ >  

2 2
2 2 1 1 2tan ( ( 1) ) tan ( 1) tanm nm nθ θ θ⋅ + − − − > ，且 2 0n >  

(1) 若 2 2,m n 為奇數 
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2 2 1 2tan ( 1) tan ( 1)m nθ θ→ − > −  

→取 2 2

1 2

tan 1
tan 1

n
m

θ
θ

−
>

−
 

(2) 若 2m 為奇數， 2n 為偶數 

 2 2 1 2tan ( 1) tan ( 1)m nθ θ→ − > +  

→取 2 2

1 2

tan 1
tan 1

n
m

θ
θ

+
>

−
 

(3) 若 2m 為偶數， 2n 為奇數 

2 2 1 2tan ( 1) tan ( 1)m nθ θ→ + > −  

→取 2 2

1 2

tan 1
tan 1

n
m

θ
θ

−
>

+
 

(4) 若 2 2,m n 為偶數 

2 2 1 2tan ( 1) tan ( 1)m nθ θ→ + > +  

→取 2 2

1 2

tan 1
tan 1

n
m

θ
θ

+
>

+
 

(b)若 1tan 1θ < , 2 0n ≥  

2 2
2 2 1 2tan ( ( 1) ) tan ( 1)m nm nθ θ→ + − − − >  

(1) 2 0n =  

→取
2

1 2
2

2

tan ( 1) tan 0
tan

m

m θ θ
θ

− −
> >  

(2) 2 0n >  

→取
2

22 1
2

2

tan ( 1) ( 1)
tan

n
mnm θ

θ
+ −

> − −  

故兩路線必至少有一交點。 

另外，求兩路線之一般解範圍。 

1 2,q qQ 分別在 1 2,L L 上 
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1 1 1

2 2 2

1 0 1 1 0 1 0 1 1

2 0 2 2 0 2 0 2 2

( 1) tan ( ( 1) ) tan ( 1) tan
( 1) tan ( ( 1) ) tan ( 1) tan

n m m

n m m

n y m x x m
n y m x x m

θ θ θ
θ θ θ

 + ⋅ − = + ⋅ − = ⋅ − ⋅ + ⋅
→ 

+ ⋅ − = + ⋅ − = ⋅ − ⋅ + ⋅
 

1 1

2 2

1 0 0 1 1 1

2 0 0 2 2 2

tan ( 1) ( 1) tan

tan ( 1) ( 1) tan

m n

m n

x y n m
x y n m

θ θ

θ θ

 ⋅ − ⋅ − − ⋅ = − ⋅→ 
⋅ − ⋅ − − ⋅ = − ⋅

 

利用行列式解此二元一次方程式， 

則
1 1

1 2 2 1

2 2

1
1 11

1 21
2

tan ( 1) ( 1)
tan ( 1) tan ( 1)

tan ( 1) ( 1)

m n
m n m n

m n

θ
θ θ

θ

+
+ + + +

+

⋅ − −
∆ = = ⋅ − − ⋅ −

⋅ − −
 

    ( ) ( )
1

2 1

2

1
1 11 1 1

1 1 1 2 2 21
2 2 2

tan ( 1)
tan ( 1) tan ( 1)

tan ( 1)

n
n n

x n

n m
n m n m

n m
θ

θ θ
θ

+
+ +

+

− ⋅ −
∆ = = − ⋅ − − − ⋅ −

− ⋅ −
 

( ) (
1

1 2

2

1 1 1 1
1 2 2 2 2 1 1 1

2 2 2 2

tan ( 1) tan
tan ( 1) tan tan ( 1) tan

tan ( 1) tan

m
m m

y m

n m
n m n m

n m
θ θ

θ θ θ θ
θ θ

⋅ − − ⋅
∆ = = ⋅ − − ⋅ − ⋅ − − ⋅

⋅ − − ⋅

其中，若 1 2 2 1 2 1 1 21 1 1
1 2

2

tan0 tan ( 1) tan ( 1) ( 1)
tan

m n m n m n m nθ
θ θ

θ
+ + + + + − −∆ = ⇒ ⋅ − = ⋅ − ⇒ = −  

又 1 2 1 2tan , tan 0, tan tanθ θ θ θ> ≠ ，故 0∆ ≠  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 1

1 2 2 1 1 2 2 1

1 2

1 1 1
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

0 1 1
1 2 1 2

1 2 2 2 2 1 1
0

tan ( 1) tan ( 1) tan ( 1) tan ( 1)
tan ( 1) tan ( 1) tan ( 1) tan ( 1)

tan ( 1) tan tan ( 1) tan

n n nn
x

m n m n m n m n

m m
y

n m n m n m n m
x

n m n
y

θ θ θ θ
θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ +

+ + + + + +

− ⋅ − − − ⋅ − − ⋅ − − − ⋅ −∆
= = =

∆ ⋅ − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ −
⇒

∆ ⋅ − − ⋅ − ⋅ − −
= =

∆
( )

1 2 2 1

1
1 1

1 2tan ( 1) tan ( 1)m n m n

m
θ θ+ + + +






⋅
 ⋅ − − ⋅ −

(Ⅰ) 0 00 ,x y<Q  

( ) ( )
( ) ( )

2 1 1 2 2 1

1 2 1 2 2 1

1 1 1 2 2 2 1 2

1 2 2 2 2 1 1 1 1 2

tan ( 1) tan ( 1) tan ( 1) tan ( 1) 0

tan ( 1) tan tan ( 1) tan tan ( 1) tan ( 1) 0

n n m n m n

m m m n m n

n m n m

n m n m

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

+ +

+ +

   − ⋅ − − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ − >   ⇒ 
   ⋅ − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ ⋅ − − ⋅ − <   

其中 1 2 2 1
1 2tan ( 1) tan ( 1) 0m n m nθ θ+ +⋅ − − ⋅ − >  

1 2 2 1
1 2tan ( 1) tan ( 1)m n m nθ θ+ +→ ⋅ − > ⋅ −  

1 22 m n→ +  

取 12 m ， 22 n  
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( ) ( )
( ) ( )

2 1

1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 2 2 2 1 1 1

tan ( 1) tan ( 1)

tan ( 1) tan tan ( 1) tan 0

n n

m m

n m n m

n m n m

θ θ

θ θ θ θ

 − ⋅ − > − ⋅ −⇒ 
 ⋅ − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ < 

 

( ) ( )
( ) ( )

2 1

1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 2 2 2 1 1 1

tan ( 1) tan ( 1)
(*)

tan ( 1) tan tan ( 1) tan

n n

m m

n m n m

n m n m

θ θ

θ θ θ θ

 − ⋅ − > − ⋅ −⇒ 
⋅ − − ⋅ < ⋅ − − ⋅

KKK  

(Ⅱ) 0 0, 1x y <Q   

( ) ( )
( ) ( )

2 1 1 2 2 1

2 1 1 2 2 1

1 1 1 2 2 2 1 2

1 1
2 1 1 1 1 2 2 2 1 2

tan ( 1) tan ( 1) tan ( 1) tan ( 1)
(**)

tan ( 1) tan tan ( 1) tan tan ( 1) tan ( 1)

n n m n m n

m m m n m n

n m n m

n m n m

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

+ +

+ + + +

 − ⋅ − − − ⋅ − < ⋅ − − ⋅ −⇒ 
⋅ − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ < ⋅ − − ⋅ −

K

1 22 , 2m mQ ，由 ( ) ( )* , **  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1

1

2 2 1

2

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2
1

1 1 1 2 2 2 2 1 1 2

2 1 1 1 1 2 2 2

1 tan 1 1 tan ( 1) (1)

tan ( 1) tan (2)

( tan ) tan 1 ( tan ) tan tan tan 1 (3)

tan ( 1) ( tan ) tan ( tan )

m n n n

n

m m n

m

m m n n

m m n n

n m n m

n m n m

θ θ

θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

+

+ +

 + − − + − > − − ⋅ 
− − ⋅ ⋅ < −⇒

− ⋅ − + − < − −

⋅ − ⋅ − > −

KKK

KKK

KKK

KK (4)







 K

由(1)、(2) 

2 1 11
1 2 2tan ( 1) tan (1 ( 1)m n n nθ θ+ +→ + − > − − ⋅  

取 1 1 22 tan tan 0n θ θ⇒ − > 符合原假設。 

( )1 1 2 2 1 2(1) 1 tan (1 ) tan (5)m m n nθ θ→ → + − + > − KKK  

  ( ) 2 1
1 1 1 2 2 2 2 1 1 2(3) ( tan ) tan 1 ( tan ) tan tan tanmn m n mθ θ θ θ θ θ+→ − ⋅ − + − < −  

  2
2 1 1 1 1 2 2 2(4) tan ( 1) ( tan ) tan ( tan )m n m n mθ θ θ θ→ ⋅ − ⋅ − > −  

(3)(4)經整理後可得 

( ) ( )
( )

2 2

2 2

1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 2 1

( 1) tan tan ( 1) tan 1 ( 1) tan 0
(***)

( 1) tan tan ( 1) tan tan

m m

m m

m m n n

m m n n

θ θ θ θ

θ θ θ θ

 ⋅ − − + − + − ⋅ − <→ 
⋅ − − − − < −

KKK

由 ( )*** 可得 2 1 2 2 1( 1) tan tan tann nθ θ θ→ − + < −  

2 1 2

1 2
2

1

(2 1) tan tan 0
tan tan (6)

2 tan

n

n

θ θ
θ θ

θ

→ − + <
−

→ < KKK
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( ) 1 2
1 1 2 2 1

1

tan tan(5) 1 tan (1 ) tan
2 tan

m m n θ θ
θ θ

θ
−

⇒ + − + > +  

2 1
1 1 2 2 1 2 1

1

tan tantan tan tan tan
2 tan

m m n θ θ
θ θ θ θ

θ
−

⇒ − − > + −  

(Ⅲ)若 2m 為正奇數， 

( ) ( )

2

2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2

2 1
1 1 2 2 1 2 1

1

1 2
2

1

2 1 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1

tan tan tan tan 0 ( )
tan tantan tan tan tan

2 tan
tan tan ( )

2 tan

tan ( 1) ( tan ) tan ( tan )

( 1 ) tan tan 1 ta

m

m m

n m n m m m n n a

m m n

n

n m n m

m m n

θ θ θ θ
θ θ

θ θ θ θ
θ

θ θ
α

θ

θ θ θ θ

θ θ

− > − → − − + <
−

− − > + −

−
⇒ <

⋅ − ⋅ − > −

⋅ − − − −

KKK

KKK

2 2 1 2n tan tannθ θ θ










 < −


 

∴由 ( )α 可得 1n 範圍 

化簡(a) 1 1 1 2 2 22 1 2( tan tan ) 1n m m nθ θ→ + > − + +  

代入 ( ) 2 2 1 1 2 2 22 tan 2 tan 2 tan 2 1m m m nα θ θ θ→ > − + +  

( )

2 1 2 1 1 2

2 1 2 2 1 1

1 2
2 1 2 1 2

1

2 1 2 2
1 1

2 (tan tan ) 2 tan 2 1
1(tan tan ) tan
2

tan tan1tan tan tan
2 2 tan

1 1 1tan tan 1 ( )
tan 2 tan 2

m m n

m n m

m n

m n

θ θ θ

θ θ θ

θ θ
θ θ θ

θ

θ θ β
θ θ

→ + − − >

→ + − − >

−
→ − − > + −

  
→ > − + + +  

  
KKK

 

∴由 ( )β 及 2n 可得 2m 範圍 

( ) ( )2 1 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 2 1 2 1 2

tan tan tan tan
( ) tan tan tan tan tan

n m n m
m m n n

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

 − ⋅ < − ⋅⇒ 
+ − ⋅ > ⋅ +

 

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2

2 1 2 2 1 2

2 1 1

1 2

( ) tan tan tan tan 0
tan ( ) tan tan tan
( ) tan tan tan ( ) tan tan tan tan
2 tan tan 2 tan tan
2 tan 2 1

1tan (
2

m m n n
n m m n

m m n m m n
m n
m n

n m

θ θ θ θ
θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ
θ

θ γ

→ − ⋅ + − ⋅ >
→ > − ⋅ + ⋅
→ + ⋅ − ⋅ > − ⋅ + ⋅ +
→ ⋅ > ⋅ +
→ > +

→ < − KKK )
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∴由 ( )γ 及 2m 可得 1n 範圍 

代回前式可得 

( )1 1 2 2 2
1

2 1
1 2 1 1 2 2 2

1 1

1 tan
tan

tan tan1 tan tan tan
tan 2 tan

m n n m

m n n m

θ
θ

θ θ
θ θ θ

θ θ

 < − + ⋅

  − > + − + − + ⋅   

 

∴可得 1m 範圍 

∴可求得任二路線 1 2,L L 在1 1× 方格內之交點 0 0( , )x y  

故原題得證。 

由定理二及定理三，若母球之行進路線數 c，則障礙球數之上界

1
2
2

c + 
  = 。 

二、將子球置於球桌內任一點 

若將子球置於球桌內之任一點，則延續前方作法，求出給定翻轉次數之線段

數。 

定理四：若將子球置於球桌內任一點，則給定總反彈次數 c，可得翻轉 c次

的線段共有(c+1)條。 

證明: 

若將目標球置於( p,q )，其中 1 2
1 1 2 2

1 2

, ,0 ,0n np q n m n m
m m

= = < < < < ，且 1 2 1 2, , ,n n m m+∈ ∈¡ ¥  

則可將通過此點之線段表為

12 ( 1)
2

12 ( 1)
2

b

a

b q
y x

a p

+  + −  =
+  + −  

. 

(1)若總翻轉偶數次， 

Ⅰ、a ,b皆為偶數 

2

2 1 2 1 2

1 1 2 2 1

1

nb
m m m b m nb qy x x xna p m m a m na
m

+
++

→ = = = ⇒
+ ++

線段斜率分子分母和 1 2 1 2 2 1m m c m n m n= + +  
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線段數

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2
1 1

2 2 2

1 1 1

1 1 1

2 2 2 2 2

m m c m n m n m n m nn m c
m m mc c

m m m

          + +
− + + + +          

          = = = + =
     
     
          

 

或

1 2 1 2 2 1 1 2 2 1
2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2 2 2

m m c m n m n m n m nn m c
m m mc c

m m m

          + +
− + + + +          

          = = = + =
     
     
          

 

Ⅱ、a ,b皆為奇數 

2

2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 2 1

1

1
(1 )
(1 ) 1

nb
m m m b m m m nb qy x x xna p m m a m m m na
m

+ −
+ −+ −

→ = = =
+ − + −+ −

 

⇒線段斜率分子分母和 1 2 1 2 1 2 2 12m m c m m m n m n= + − −  

⇒線段數

1 2 1 2 1 2 2 1
1

2 1 1

1 1 1

2 1
2 1 11 1

2 2 2 2 2

m m c m m m n m n n
m m c m c c

m m m

  + − −
− +      + +  = = = + + = +         

  

 

或

1 2 1 2 1 2 2 1
2

1 2 2

2 2 2

2 1
2 1 11 1

2 2 2 2 2

m m c m m m n m n n
m m c m c c

m m m

  + − −
− +      + +  = = = + + = +         

  

 

故總線段數和 1 (*)c= + KK  

(2)若總翻轉奇數次 

Ⅰ、a為奇數b為偶數 

2

2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 2 1

1

(1 ) (1 )

nb
m m m b m nb qy x x xna p m m a m m m na

m

+
++

→ = = =
+ − + −+ −

 

⇒線段斜率分子分母和 1 2 1 2 1 2 2 1m m c m m m n m n= + + −  
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⇒線段數

1 2 1 2 1 2 2 1
1

2 1 1

1 1 1

1
1 1 1 1

2 2 2 2 2

m m c m m m n m n n
m m c m c c

m m m

  + + −
− +      + + + +  = = = + =         

  

 

或

1 2 1 2 1 2 2 1
2

1 2 2

2 2 2

1
1 1 1 1

2 2 2 2 2

m m c m m m n m n n
m m c m c c

m m m

  + + −
− +      + + + +  = = = + =         

  

 

Ⅱ、a為偶數b為奇數 

2

2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1

1

(1 )

(1 )

nb
m m m b m m m nb qy x x xna p m m a m na

m

+ −
+ −+

→ = = =
+ − ++

 

⇒線段斜率分子分母和 1 2 1 2 1 2 2 1m m c m m m n m n= + − +  

⇒線段數

1 2 1 2 1 2 2 1
1

2 1 1

1 1 1

1
1 1 1 1

2 2 2 2 2

m m c m m m n m n n
m m c m c c

m m m

  + − +
− +      + + + +  = = = + =         

  

 

或

1 2 1 2 1 2 2 1
2

1 2 2

2 2 2

1
1 1 1 1

2 2 2 2 2

m m c m m m n m n n
m m c m c c

m m m

  + − +
− +      + + + +  = = = + =         

  

 

故總線段數和 1 (**)c= + KK  

∴由 (*)(**) ⇒反彈次數 c次的線段有 1c + 條 

由定理二及定理四，若母球之行進路線數 c，則障礙球數之上界 1
2

c +
= 。 

由於球桌上一般點以求出線段數，故接下來將球桌邊上一般點進行探討。 
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三、將子球置於球桌邊上一般點 

延續前方做法，求出線段數。其中，探討目標點位於 0x = , 1x = ,則分別與

0y = 及 1y = 結論相同，因對稱於 y x= 。利用定理二及定理四之研究方法便可得

到定理五。 

定理五：若將子球置於 0x = 或 0y = 上，則給定總反彈次數 c，可得翻轉 c

次的線段共有
1

2
c + 

  
條；若將子球置於 1x = 或 1y = 上，則翻轉 c線段共有

1( 1)
2

cc + + −   
條。 

證明： 

 若將目標球置於( p,q )  

  1. 0x p= = a⇒ 為奇數，則可將線段表為

12 ( 1)
2

1

bb p
y x

a

+  + − ⋅  =
+

 

(1)b為偶數
1 1 ( 1)

nbb p mb nmy
a a m a

++ +
→ = = =

+ + +
 

   →線段數
1 1

2 2 2 2
mc n m c n c

m m
+ + + +     = = + =          

 

(2)b為奇數
11

1 1 ( 1)

nbb p mb m nmy
a a m a

+ −+ − + −
→ = = =

+ + +
 

   →線段數
2 1

2 2 2 2
mc m n c n c

m m
+ −     = = + − =          

 

其中， 0y = 結果亦然。 

2. 1x p= = a⇒ 為偶數，則可將線段表為

12 ( 1)
2

1

bb p
y x

a

+  + − ⋅  =
+

 

  (1)b為偶數
1 1 ( 1)

nbb p mb nmy
a a m a

++ +
→ = = =

+ + +
 

   →線段數
1 1 11 1

2 2 2
mc n m c n c cc c

m m
+ + + + +         = − = + + − = + −                  
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(2)b為奇數
11

1 1 ( 1)

nbb p mb m nmy
a a m a

+ −+ − + −
→ = = =

+ + +
 

   →線段數
2 2 1

2 2 2
mc m n c n c cc c

m m
+ −         = − = + − − = + −                  

 

其中， 1y = 結果亦然。 

 

因此，由定理三、定理五可得，若將子球置於 0x = 或 0y = 上，則障礙球數

之上界

1
2
2

c + 
  = 。若將子球置於 1x = 或 1y = 上，則障礙球數之上界

1( 1)
2

2

cc + + −   = 條。 
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陸、結論 

一、令一路徑之所有向右翻轉次數為a，所有向上次數為b，定線段第n個

與方格線的交點為 1nP − ，則 1n nP P + 斜率
{ }, 2 , ,0

, 2 1,
a n t t

a n t t
= ∈


− = + ∈

¥

¥
，且此路經碰到 0x = 的

次數為
2
a 

  
次，碰到 1x = 的次數為

1 1
2

a −  +  
次，同理，碰到 0y = 的次數為

2
b 

  

次，碰到 1y = 的次數為
1 1

2
b −  +  

次。 

二、若將子球置於與母球同邊之中點，給定總反彈次數 c，可得翻轉 c次的

線段共有
1

2
c + 

  
條。其中， 1m < 之解有

3
4

c + 
  

個， 1m > 之解有
1

4
c + 

  
個。 

三、線段的截距和反彈方向的關係: 

:
1 11b

a a a
− −

< < −         :1 0b
a

−
> >  

:
1 11 b
a a a

− −
− < <          1 0b

a
−

> >  

:
11 1b
a a

−
− < <                      :

10 b
a a

− −
> >  

:
11 1b

a a
−

> > −                      
1 1b
a a

− < − <  

 

四、交點與經翻轉後的交點之間的關係:

( )

( )

1' 2 1
2

1' 2 1
2

a

b

ax x

by y

 + = + −    


+  = + −   

. 

五、任取兩條路線，必至少有一交點。 
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六、若將子球置於與母球同邊之中點，則障礙球數之上界

1
2
2

c + 
  = 。 

若將子球置於球桌內任一點，則障礙球數之上界
1

2
c +

= 。 

若將子球置於 0x = 或 0y = 上，則障礙球數之上界

1
2
2

c + 
  = 。 

若將子球置於 1x = 或 1y = 上，則障礙球數之上界

1( 1)
2

2

cc + + −   = 條。 

柒、未來展望 
希望能找出撞球桌中放置障礙球之一般化座標解為何。 
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