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摘要 

    當有很多人需要比出勝負時，不太可能一下子分出，往往需要兩兩對決以分

出結果，不過，有時賽制的規劃會影響到比賽的公平性，常常造成爭執。在文中，

我們將介紹一種簡單的賽制。我們規定，由兩人先對決，接著勝者與下一人對決，

依此類推，連贏2場者獲勝，計算其獲勝機率。接著改變獲勝條件及參加人數，

進一步推廣連贏 k場者獲勝機率為何，與獲勝場次的期望值與變異數。 
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壹、 研究動機 

    機率的源起是從賭博而來，換言之，是在探討人們比賽時的勝算，以及較易

獲勝的方法。一年級的時候，我們學到了一些方法來計算簡單的機率問題，在課

堂上我突然想到了這一個規則，覺得很有趣，因為課堂中教的都是比賽有限次的

情形，而在此規則中，可能比賽永遠不會結束，而且每一場比賽之結果都會影響

下一場比賽的陣容，所以無法用簡單的方法處理，所以我動手嘗試找出方法計算。 

貳、 研究目的 

    在本研究中我們考慮賽程規則如下: 

若有若干個人比賽，兩兩對決，對決時的彼此勝率均是
1
2
，勝者與順位中的下一

人對決，直到有人連贏兩局，遊戲結束。 

以4人對弈為例，如下圖，甲乙先比，勝者與丙比，再勝者與丁比，再勝者與甲

比，依此類推，直到有人連贏兩場為止。 

              甲丙 

(甲贏) 

甲乙 

(乙贏) 

              乙丙 

我們的目的是去討論在此特定賽程下勝者機率為何?以及選手先後順序不同所造

成的影響，我們從最簡單的情況去討論，亦即從計算在此規則下三人比賽時獲勝

的機率，推廣至一般情況機率為何。 

參、 研究設備及器材 

    紙、筆、計算機、python 

 

肆、 規則說明與定義 

在本研究中我們考慮賽程規則如下: 

情形一:若有若干個人比賽，兩兩對決，對決時的彼此勝率均是
1
2
，勝者與順位

中的下一人對決，直到有人連贏兩局，遊戲結束。 

以4人對弈為例，如下圖，甲乙先比，勝者與丙比，再勝者與丁比，再勝者與甲
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比，依此類推，直到有人連贏兩場為止。 

              甲丙 

(甲贏) 

甲乙 

(乙贏) 

              乙丙 

情形二:若有若干個人比賽，兩兩對決，對決時的彼此勝率均是
1
2
，勝者與順位

中的下一人對決，直到有人連贏 k局，遊戲結束。 
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伍、 研究方法與過程 

一、討論三人比賽，規定連贏兩場時獲勝，每人獲勝機率: 

(一)假設三人分別為甲、乙、丙，且甲乙先對決 

(二)討論： 

  1. 先假設甲贏了第一場，為求簡便，以表格表示。如比賽未結束，則須

比下一場。在這裡以圖表表示可能的結果，並將可能讓比賽結束的結果之機

率算出，如果衛冕者失利，則須舉行下一場比賽。 

場次 比賽雙方 如何能使比賽結束 發生機率 結果 

2 甲丙 甲贏 
1
4
 甲獲勝 

3 甲丙 丙贏 
1
8
 丙獲勝 

4 甲乙 甲贏 
1

16
 甲獲勝 

5 乙丙 乙贏 
1
32

 乙獲勝 

6 甲丙 丙贏 
1
64

 丙獲勝 

7 甲乙 甲贏 
1

128
 甲獲勝 

8 乙丙 乙贏 
1

256
 乙獲勝 

9 甲丙 丙贏 
1

512
 丙獲勝 

10 甲乙 甲贏 
1

1024
 甲獲勝 

值得注意的一點是，如果第二場丙贏了，下一場是甲丙對決，而不是乙丙，

因為我們的規則規定的「順位中的下一人」，指的是接著挑戰的順位，由於

第二場丙加入，所以第三場需補甲，在此可以發現，三方會輪流得到勝利的

機會，在得知此一規則後，我們就能用無窮等比級數的公式算出獲勝的機率

了。 
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=P( )甲勝

1
1 1 1 1 916

14 16 128 4 281
8

+ + + ⋅ ⋅ ⋅ = + =
−

. 

=P( )乙勝

1
1 1 1 132

132 256 2048 281
8

+ + + ⋅ ⋅ ⋅ = =
−

. 

=P( )丙勝

1
1 1 1 18

18 64 512 71
8

+ + + ⋅ ⋅ ⋅ = =
−

. 

可是，這是在甲贏了第一場對決的前提下做出的計算，必須在考慮乙贏了第

一場的情形。 

 

  2. 若乙贏了第一場，則 

場次 比賽雙方 如何能使比賽結束 發生機率 結果 

2 乙丙 乙贏 
1
4
 乙獲勝 

3 甲丙 丙贏 
1
8
 丙獲勝 

4 甲乙 甲贏 
1

16
 甲獲勝 

5 乙丙 乙贏 
1
32

 乙獲勝 

6 甲丙 丙贏 
1
64

 丙獲勝 

7 甲乙 甲贏 
1

128
 甲獲勝 

8 乙丙 乙贏 
1

256
 乙獲勝 

9 甲丙 丙贏 
1

512
 丙獲勝 

10 甲乙 甲贏 
1

1024
 甲獲勝 

11 乙丙 乙贏 
1

2048
 乙獲勝 

同樣能找出規則 
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=P( )甲勝

1
1 1 1 116

116 128 1024 141
8

+ + ⋅ ⋅⋅ = =
−

. 

=P( )乙勝

1
1 1 1 24

14 32 256 71
8

+ + ⋅ ⋅⋅ = =
−

. 

=P( )丙勝

1
1 1 1 18

18 64 512 71
8

+ + ⋅ ⋅⋅ = =
−

. 

3. 故 

甲贏的機率
9 1 11
28 14 28

+ = ，乙贏的機率
1 2 9
28 7 28

+ = ，丙贏的機率
1 1 2
7 7 7

+ = . 
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二、討論n人比賽時的獲勝機率一般解: 

假設有 1 2 3 na ,a ,a , ,a⋅ ⋅ ⋅ 這n個人，由 1 2a ,a 先比賽，贏的再與 3a 比賽……，先
完成連贏兩場的目標者獲得勝利。 

1. 假設 1a 贏了第一場 

場次 比賽雙方 如何能使比賽結束 發生機率 結果 

2 1a 3a  1a 贏 
1
4
 1a 獲勝 

3 3a 4a  3a 贏 
1
8
 3a 獲勝 

4 4a 5a  4a 贏 
1

16
 4a 獲勝 

… 

1n −  1na − na  1na − 贏 1
1

2n−  1na − 獲勝 

n  na 1a  na 贏 
1
2n  na 獲勝 

1n +  1a 2a  1a 贏 1
1

2n+  1a 獲勝 

2n +  2a 3a  2a 贏 2
1

2n+  2a 獲勝 

可以找到規律，再以無窮等比級數的公式得到機率： 

1 =P( a )勝 1 2 1 3 1 2
1 1 1 1 2 1
4 2 2 2 2 4

n

n n n n+ + + +

+
+ + + ⋅ ⋅⋅ =

−
 

2 =P( a )勝 2 2 2 3 1 2
1 1 1 1

2 2 2 2 4n n n n+ + + ++ + + ⋅ ⋅ ⋅ =
−

 

3 =P( a )勝
3

3 2 3
1 1 1 2
8 2 2 2 1

n

n n n

−

+ ++ + + ⋅ ⋅ ⋅ +
−

 

=mP( a )勝 2
1 1 1 2

2 2 2 2 1

n m

m n m n m n

−

+ ++ + + ⋅ ⋅ ⋅ =
−
， 2( m n )< ≤  

 

2. 若 2a 贏了第一場，則 

2 =P( a )勝 2 2 2 3 2 2
1 1 1 1 2
4 2 2 2 2 4

n

n n n n+ + + ++ + + ⋅ ⋅⋅ =
−

 

1 =P( a )勝 1 2 1 3 1 2
1 1 1 2

2 2 2 2 4n n n n+ + + ++ + + ⋅ ⋅ ⋅ =
−

 

3 =P( a )勝
3

3 2 3
1 1 1 2
8 2 2 2 1

n

n n n

−

+ ++ + + ⋅ ⋅ ⋅ +
−
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=kP( a )勝 2
1 1 1 2
2 2 2 2 1

n k

k n k n k n

−

+ ++ + + ⋅ ⋅ ⋅ =
−
， 2( k n )< ≤  

3. 故 

1 =P( a )勝 2 2 2
2 1 2 2 3

2 4 2 4 2 4

n n

n n n+ + +

+ +
+ =

− − −
 

2 =P( a )勝 2 2 2
1 2 2 1

2 4 2 4 2 4

n n

n n n+ + +

+
+ =

− − −
 

=mP( a )勝
12 22

2 1 2 1

n m n m

n n

− − +

× =
− −

， 2( m n )< ≤  

     從以上結果得到，在 2k > 時，勝率與2k成反比，也就是說，排在越後

的人越不容易獲勝，這與直覺相符，因為排在後面的人必須要在前面的人失

敗後才有機會，自然較不容易獲勝。 
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三、計算總場數之期望值及變異數: 

   假設隨機變數 X 表示所需比的總場數，我們能利用如上樹狀圖的方式來計算
期望值，先從3人對弈，連贏兩場者獲勝為例: 

 

                    甲勝 

          甲丙                    甲乙 

                    乙丙          丙勝 

甲乙 

                    乙勝 

          乙丙                    甲乙 

                    甲丙          丙勝 

可看出每一輪的四種可能中，都會有兩種使比賽結束，且機率相等 

需比場數之期望值: 

1 1 1
1 1 1

2 3 4 1 12 2 2 3
4 8 16 2 2 2i i i

i i i

i i( ...) ( ) ( )
∞ ∞ ∞

+ + +
= = =

+
⋅ + + + = ⋅ = ⋅ + =∑ ∑ ∑  

可是當人數非常多的時候，或是勝利條件更嚴苛時，以上的方法便行不通，因為

樹狀圖會變得非常複雜。為了計算期望值，我們試圖找出更好的方法。最後發現，

在畫出樹狀圖後，只要注意勝者換人時的情形即可藉由尋找關係式算出期望值，

如下圖，我們以三人，規定連贏3場者獲勝為例: 

 

                      甲勝 

                甲乙 

                      乙丙 …… 

          甲丙 

                      丙甲 

                丙乙 

                      乙甲 

甲乙 

                      乙勝 

                乙甲 

                      甲丙…… 

          乙丙 

                      丙乙 

                丙甲 

                      甲乙 

1          2     3     4 

觀察紅框處，我們假設第二場開始時(甲贏一場)，場數的期望值為 S，則能發現，
第三場乙丙對決時開始，期望值亦為 S，故可列出關係式並求得 S : 
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1 1 12 ( 2) ( 1) 6
4 4 2

S S S= × + + + + =  

但 S是從第二場開始計算的答案，所以總場數之期望值為7場。我們可以發現用
此種方法計算不須考慮總人數，因為我們只需判斷衛冕者有無換人即可，亦即，

無論有幾人對弈，只要條件一樣，總場數的期望值便是固定的。在得知這個規則

之後，我們就能計算出所有情況的期望值了。 

    假設需連贏 k場，我們也是從有一人(假設為 A )已贏一場開始，設期望值為

S，則對每一場， A如果輸了，則衛冕者換人，如 A贏，則再比下一場，如果再
贏 1k − 場即勝利。由樹狀圖、上述規則和期望值定義可得: 

)1(
2

1)1(
2

1...)2(
4
1)1(

2
1

11 −+−++++++= −− kkSSSS kk  

移項得 

 

同乘 12k− ： 
2 3 42 2 2 3 2 1 1k k kS ... ( k ) ( k )− − −= + × + × + + − + −  

將上式乘以2再減去原式即可得: 

2 2kS = − . 

同理， S是從第二場開始計算的答案，所以 

總場數之期望值應為: 121)( −=+= kSXE  

    如上所述，此結果不需考慮總比賽人數，總場數的期望值只與 k有關。 

計算總場數之變異數， 

首先，我們從 2k = 場開始，根據變異數之公式: 
2 2( ) ( ) ( )Var X E X E X= − . 

我們必須先計算出總場數平方的期望值，利用上頁的樹狀圖，我們可以得到: 

∑
∞

=

+=+⋅⋅+⋅⋅+
1

22
3

2
2

2 )1(
2
1...3

2
122

2
12)(

i
i iXE  

...3
2
122

2
12)(2 2

2
2

1
2 +⋅⋅+⋅⋅=XE  

相減得: 

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

=++=
+

+=++++=
1 1 1

2 11
2
13

2
24

2
324...

8
9

4
7

2
54)(

i i i
iii

iiXE  

所以，變異數: 
211 3 2Var( X ) = − = . 

 

 

 

 

1 1 1
1 1 2 3 1 1

2 2 4 8 2 2k k k
k kS ...− − −

− −
= + + + +
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當 2k = 時，我們發現，當我們畫出樹狀圖後，如果只看半邊，當比了超過 k場
後，每一次比賽都會有一種可能會結束，如下圖: 

 

                    甲勝 

          甲丙                    甲乙 

                    乙丙          丙勝 

甲乙 

                 

1          2        3             4 

因為如此，我們可以輕鬆計算變異數，但是當 3k = 或更多時，我們必須先討論

在比完第m場時比賽剛好結束的可能情形數，才能計算。於是我藉由樹狀圖畫出
3k = 情形的半邊，發現勝利的可能數會有一巧妙的規則: 

已比的場數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

比賽結束的可能數 0 0 1 1 2 3 5 8 13 

們可以發現，當比超過三場後，之後比賽結束的可能數會隨場數遞增，而且每一

項都會是前兩項的和，此即費波那契數列。那為什麼會有這樣的規律呢? 為了解

釋這個現象，我們用表格來分析比賽剛好結束的可能情形數，我們以<一>、<二>…

來代表比完後，衛冕者的連贏數(<三>指衛冕者連贏三場，根據規則，比賽結束)，

列出各場次所有情形的可能數: 

場次 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

<一> 1 1 2 3 5 8 13 21 34 

<二> 0 1 1 2 3 5 8 13 21 

<三> 0 0 1 1 2 3 5 8 13 

根據樹狀圖，每一場比賽結果都有兩種可能，如衛冕者獲勝，則連贏場數加一，

如衛冕者輸了，則視為新衛冕者贏一場，故每一場<一>的數量會成為下場<二>

的數量，<二>的數量會成為下場<三>的數量，而下場<一>的數量則為前場<二>

和<三>的數量和，因此每一場的<三>都會是前兩場<三>的和。 

知道了這個規律之後，我們就可以計算變異數了，我們以 nF 表示費波那契數列
的第n項，且 1 1F = ， 2 1F = ， 2 1    n n nF F F ,n N+ += + ∈ ，可得: 

∑
∞

=

− +⋅⋅=+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
2

212
5
32

4
22

3
12 )1(

2
2...5

2
24

2
23

2
2)(

i
i

i i
FFFFXE  

在此我們使用生成函數的方法來計算 2E( X )，方法如下: 

∑
∞

=

+
−=

2

1
1)(

i

i
i xFxf令 ， ∑

∞

=
− +=

2
1 )1()('

i

i
i xiFxf則  

乘以 x得: ∑
∞

=

+
− +=

2

1
1 )1()('

i

i
i xiFxxf ，微分得: ∑

∞

=
− +=+

2

2
1 )1()('')('

i

i
i xiFxxfxf  

右式代入
1
2
即為我們所求的 2E( X )，即: )

2
1(''

2
1)

2
1(')( 2 ffXE +=  
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接著計算 )(xf ，我們藉由 )(xf 的定義以及 nF 的性質，可以推出 )(xf : 

2 3 4 5 6 3
1 2 1 3 2 1 4 3 2(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...x x f x F x F F x F F F x F F F x x− − = + − + − − = − − + =  

22

3

1
121

1
)(

xx
xx

xx
xxf

−−
−

++−=
−−

=  

所以 3k = 時總場數的變異數: 

2249647)()
2
1(''

2
1)

2
1(')()()( 222 =−+=−+=−= XEffXEXEXVar  

接著我們求變異數的一般解，從上述的說明可以發現，如同期望值，總場數的變

異數與人數無關，只與 k有關。我們依然先計算比賽剛好結束的可能情形數，為
了找尋像 3k = 時巧妙的規則，我們設 4k = ，照上述方法畫出表格: 

場次 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

<一> 1 1 2 4 7 13 24 44 81 

<二> 0 1 1 2 4 7 13 24 44 

<三> 0 0 1 1 2 4 7 13 24 

<四> 0 0 0 1 1 2 4 7 13 

 

我們可以再次運用剛剛的解釋，得到每項是前三項和的結論，也就是說，規定連

贏 k場獲勝時，每輪比賽剛好結束的可能情形數都是前 1k − 輪的和。將此數列定
為 na 我們就能計算出期望值了: 

∑
∞

−=

+−
++ +⋅=++⋅⋅++⋅⋅++⋅⋅=

1

222
2

32
1

2212 )1(
2

...)3(
2

2)2(
2

2)1(
2

2)(
ki

i
ki

kkk i
a

k
a

kakaXE

運用生成函數: ∑
∞

−=

+
+−=

1

1
2)(

ki

i
ki xaxf  

同理得: )
2
1(''

2
1)

2
1(')( 2 ffXE +=  

然後我們計算 )(xf ，一樣藉由 )(xf 的定義及 na 的性質，得到: 

∑
−

=

−

−

−
++−=

−−−−
= 1

1

12

1

121
...1

)( k

i

i
k

k

x

xx
xxx

xxf  

則: 
2

1

1

1

1

1
1

1

)1(

))(12()1(2
1)('

∑

∑∑
−

=

−

=

−
−

=

−

−−−−
+−= k

i

i

k

i

i
k

i

i

x

ixxx
xf  
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4
1

1

1

1

1
1

1

1

1

1

4
1

1

2
1

1

1

1

2
1

1

1

4
1

1

1

1

1
1

1

1

1

2
1

1

1

1

1

)1(

))(1(2))(12(

)1(

)1)]()1()(12()(2[

)1(

))(1(2)(2)1)((2
)(''

∑

∑∑∑

∑

∑∑∑

∑

∑∑∑∑∑

−

=

−

=

−
−

=

−

=

−

−

=

−

=

−

=

−
−

=

−

−

=

−

=

−
−

=

−

=

−

=

−

=

−

−

−−−−
+

−

−−−−+−
−

−

−−−−−−
=

k

i

i

k

i

i
k

i

i
k

i

i

k

i

i

k

i

i
k

i

i
k

i

i

k

i

i

k

i

i
k

i

i
k

i

i
k

i

i
k

i

i

x

ixxixx

x

xxiixix

x

ixxxxix
xf

 

代入
2
1

=x  

12
2

)2(21)
2
1(' 22

1

−=+−= +−

+−
k

k

k

f  

1212 2)1(22)
2
1(''

2
1 +++ −−−= kkk kf  

12)12(2)
2
1(''

2
1)

2
1(')( 122 −+−=+= + kk kffXE . 

所以我們得出以下結果, 

變異數之一般解: 

22)12(2)()()( 222 −−−=−= kk kXEXEXVar  

此解與比賽人數無關。 
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四、計算每人獲勝機率的通式: 

   運用剛剛計算期望值及變異數時的發現的規則，我們就能計算勝率了，我們

發現，給定 x，當比完 x場時結束的所有可能，勝者都是同一個人(一開始就連

贏得勝者除外)。接著我們就可以根據我們發現的規律及訂出的數列，來計算每

一個人的勝率了。 

因此，第一人獲勝的機率為: ...
2
2

2
2

2
2

2 13
3

12
2

1
1 ++++ −+−+−+ nk

n
nk
n

nk
n

k

aaaa
 

      第二人獲勝的機率為: ...
2
2

2
2

2
2

2 3
13

2
1211 ++++ +

+
+

+
+

+
nk

n
nk

n
nk

n
k

aaaa
 

第m人 )3( nm ≤≤ 獲勝的機率為: 23
13

22
12

2
11

2
2

2
2

2
2

−++
−+

−++
−+

−++
−+ ++ mnk

mn
mnk
mn

mnk
mn aaa

 

當:
1

1

k

i i l
l

a a
−

−
=

= ∑ 且: 1,...,4,3,22 2 −== − kia i
i ， 11 =a  

但這個規則只有在 kn > 時成立，因為當 nk ≥ 時，會出現「自己對決自己」的情

況，為了不要出現這種爭議，我們暫時假定 kn > 。 

這個無法用很直觀的方法解，但是我們發現可以運用 ia 的定義來寫出關係式，並
去解這一個多元一次方程組來求得每一人之勝率，我們以 4人，規定連贏三場時

勝為例:我們先列出各人的機率(假設第一人贏的機率為 1P，依此類推): 

84 12
1 3 5 9 13

1 ...
2 2 2 2

FF FP = + + + +  

5 9 13
2 3 6 10 14

1 ...
2 2 2 2

F F FP = + + + +  

6 102 14
3 3 7 11 15 ...

2 2 2 2
F FF FP = + + + +  

3 7 11
4 4 8 12 ...

2 2 2
F F FP = + + +  

我們發現，因為費波納契數的規則，我們能將 2P 乘以2再加上 1P，第一項後面的
部分就會等於 4倍的 3P，我們可以找出數組這樣的關係式: 

)
8
1(4)

8
1(2)

8
1( 321 −=−+− PPP  

)
8
1(4)

8
1(2)

8
1( 432 −=−+− PPP  

)
8
1(42 143 −=+ PPP  

)
8
1(4)

8
1(2 214 −=−+ PPP  

化簡得: 
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=+−+

=+−+

=+−+

=+−+

0
8
242

0
8
442

0
8
142

0
8
142

214

143

432

321

PPP

PPP

PPP

PPP

 

解得: )
1160
248,

1160
272,

1160
303,

1160
337(),,,( 4321 =PPPP  

在發現這樣的方法能成功後，我們於是試試 3,5 == kn 時，希望能找出規則: 

列出各人的機率(假設第一人贏的機率為 1P，依此類推): 

5 10 15
1 3 6 11 16

1 ...
2 2 2 2

F F FP = + + + +  

6 1611
2 3 7 12 17

1 ...
2 2 2 2

F FFP = + + + +  

72 12
3 3 8 13 ...

2 2 2
FF FP = + + +  

3 8 13
4 4 9 14 ...

2 2 2
F F FP = + + +  

94 14
5 5 10 15 ...

2 2 2
FF FP = + + +  

列出關係式: 

)
8
1(4)

8
1(2)

8
1( 321 −=−+− PPP  

)
8
1(4)

8
1(2)

8
1( 432 −=−+− PPP  

543 42 PPP =+  

)
8
1(42 154 −=+ PPP  

)
8
1(4)

8
1(2 215 −=−+ PPP  

化簡得: 
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=+−+

=+−+

=−+

=+−+

=+−+

0
8
242

0
8
442

042

0
8
142

0
8
142

215

154

543

432

321

PPP

PPP

PPP

PPP

PPP

 

我們發現，當 3,4 == kn 時，4式的常數項分別為
8
2,

8
4,

8
1,

8
1

；當 3,5 == kn 時，5

式的常數項則為
8
2,

8
4,0,

8
1,

8
1

，我們進而發現，當 3=k 時，前兩式的常數項都是
8
1
， 

後兩項則分別是
8
2,

8
4
，中間幾項則是零，這個結果可以用一開始寫出的關係式解

釋，因為 1P和 2P 比其他式多了一項，故寫關係式時會有常數項，因而所有包含 1P
或 2P 的式子的常數項不為零，因此，從第 3式到第 2−k 式的常數項都是零( 4=n
時除外) 

接著我們討論 k變大時的情形，我們看看 4=k 時的情形，首先， ia 的前幾項是
,...81,44,24,13,7,4,2,1,1 每一項是前三項相加。 

我們先討論 5=n 的情形，在寫出每個人的機率後我們可以得到關係式如下； 

)
16
1(8)

16
1(4)

16
1(2)

16
1( 4321 −=−+−+− PPPP  

)
16
1(8)

16
1(4)

16
1(2)

16
1( 5432 −=−+−+− PPPP  

)
16
1(842 1543 −=++ PPPP  

)
16
1(8)

16
1(42 2154 −=−++ PPPP  

)
16
1(8)

16
1(4)

16
1(2 3215 −=−+−+ PPPP  
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我們將其化簡並聯立成一五元一次聯立方程式: 




















=+−++

=+−++

=+−++

=+−++

=+−++

0
16
2842

0
16
4842

0
16
8842

0
16
1842

0
16
1

8
142

3215

2154

1543

5432

4321

PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

 

我們之後又發現， 4,6 == kn 時的方程式則是: 






















=+−++

=+−++

=+−++

=−++

=+−++

=+−++

0
16
2842

0
16
4842

0
16
8842

0842

0
16
1842

0
16
1842

3216

2165

1654

6543

5432

4321

PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

 

為了簡化運算，以及能更容易看出規則，我們運用係數矩陣來表達各情形中的聯

立方程式: 

1. 若 3,4 == kn ，則係數矩陣為



















−
−

−
−

1042
2104
4210

0421

. 

2. 若 3,5 == kn ，則係數矩陣為

1 2 4 0 0
0 1 2 4 0
0 0 1 2 4

4 0 0 1 2
2 4 0 0 1

− 
 − 

− 
 − 
 − 

. 
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3. 若 3,6 == kn ，則係數矩陣為

1 2 4 0 0 0
0 1 2 4 0 0
0 0 1 2 4 0
0 0 0 1 2 4

4 0 0 0 1 2
2 4 0 0 0 1

− 
 − 

− 
 − 
 −
 − 

. 

4. 若 4,5 == kn ，則係數矩陣為

1 2 4 8 0
0 1 2 4 8

8 0 1 2 4
4 8 0 1 2
2 4 8 0 1

− 
 − 
− 

 − 
 − 

. 

5. 若 4,6 == kn ，則係數矩陣為

1 2 4 8 0 0
0 1 2 4 8 0
0 0 1 2 4 8

8 0 0 1 2 4
4 8 0 0 1 2
2 4 8 0 0 1

− 
 − 

− 
 − 
 −
 − 

. 

 

6. 若 5,6 == kn ，則係數矩陣為

1 2 4 8 16 0
0 1 2 4 8 16

16 0 1 2 4 8
8 16 0 1 2 4
4 8 16 0 1 2
2 4 8 16 0 1

− 
 − 
− 

 − 
 −
 − 

. 

 

因為我們要求的變數有n個，所以我們需要n個方程式，因此係數矩陣會是一個
nn × 的矩陣，而第一列係數則是從 2,1 開始的 2的乘冪，直到 22 −k 為止，第 k項則

是 12 −− k ，其餘的項都是零。之後每一列都是前一列向右推移一項，所以對角線

上的項都是1。這是因為數列 ia 的性質，和我們找出關係式時需要乘上2的乘冪
的關係。 

在找到係數的規則後，我們只要將常數項的規律找出就可以運用列運算來求得所

有可能中，每人的機率了。 

在列出許多可能後，我們發現了一個奇妙的規律，就是前兩項的係數都是 k−2 ，

而從最後一項往上 2−k 項的常數項依次為 1321 2,...,2,2,2 −+−+−+− kkk ，為了說明這個

規則，我們利用上方列出的通式重新計算: 
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第一人獲勝的機率為 ...
2222 23

3
22

2
2

1 ++++ −+−+−+ nk
n

nk
n

nk
n

k

aaaa
 

第二人獲勝的機率為 ...
2222 13

13
12

12
1

11 ++++ −+
+

−+
+

−+
+

nk
n

nk
n

nk
n

k

aaaa
 

第m人 )3( nm ≤≤ 獲勝的機率為 33
13

32
12

3
1

222 −++
−+

−++
−+

−++
−+ ++ mnk

mn
mnk

mn
mnk

mn aaa
 

我們列出前兩行關係式( 22 , 2,3, 4, ..., 1i
ia i k−= = − ): 

)
2
1(2)

2
1(2...)

2
1(2)

2
1( 1

1
2

21 kk
k

kk
k

kk PPPP −=−++−+− −
−

−  

)
2
1(2)

2
1(2...)

2
1(2)

2
1( 1

12
32 kk

k
kk

k
kk PPPP −=−++−+− +

−−  

移項後可得前兩式的常數項皆為: 

k
kk

k 2
1)22...221(

2
1 122 =−++++− −−  

而接下來的式子是: 

2
1

1
2

43 22...2 +
−

+
− =+++ k

k
k

k PPPP  

這類的式子共有 1−− kn 個( 1+= kn 時沒有)，最後一個是: 

n
k

n
k

knkn PPPP 1
1

2
21 22...2 −

−
−

+−+− =+++  

這些式子在寫出關係式時都沒有多餘的項，因此化簡後常數項皆為零。 

我們接下來看最後幾個式子: 

第 2+− kn 式: 

)
2
1(22...2 1

12
32 k

k
n

k
knkn PPPP −=+++ −−

+−+−  

第 3+− kn 式: 

)
2
1(2)

2
1(2...2 2

1
1

2
43 k

k
k

k
knkn PPPP −=−+++ −−

+−+−  

一直到第n式: 

)
2
1(2)

2
1(2...)

2
1(2 1

1
2

2
1 kk

k
kk

k
kn PPPP −=−++−+ −

−
−

−  

我們計算常數項: 

第 2+− kn 式的常數項為
2
12

2
1 1 =× −k

k  

第 3+− kn 式的常數項為 2
221

2
12

2
1)22(

2
1

=×=− −−− k
k

kk
k  
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第 skn +− 式( ks ≤≤2 )的常數項 1
1121

2
12

2
1)2...22(

2
1

−
+−+−−− =×=−−− s

sk
k

skkk
k  

最後第n式的常數項為 1
21

2
12

2
1)2...22(

2
1

−
−− =×=−−− kk

kk
k  

我們還發現，全部n式的常數項的和為: 

1
2

1...
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

132 =++++++ −kkk . 

我們若將每一式相加，就得到: 1...21 =++ nPPP . 

在知道常數項的規則後，我們就對所有可能，列出n元一次聯立方程式，可以解
出每人的勝率了。 
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陸、 研究結果與結論 

一、 三人比賽時，第一人贏的機率為
28
11
，第二人贏的機率為

28
9
，另一人贏的

機率為
7
2
. 

我們藉由樹狀圖及無窮等比級數來計算 n人比賽，規定連贏兩場時勝利之勝

率，得到第一人贏的機率為
42

32
2 −
+

+n

n

，第二人贏的機率為
42

12
2 −
+

+n

n

， 

第m人 ( nm ≤<2 ) 贏的機率為
12

2 1

−

+−

n

mn

. 

二、 我們發現總場數的期望值和變異數與比賽人數無關，期望值為 12 −k ，變

異數為 22)12(22 −−− kk k . 

三、 我們得到每一個人的勝率如下: 

第一人獲勝的機率為 ...
2
2

2
2

2
2

2 13
3

12
2

1
1 ++++ −+−+−+ nk

n
nk
n

nk
n

k

aaaa  
第二人獲勝的機率為 ...

2
2

2
2

2
2

2 3
13

2
12

1
11 ++++ +

+
+

+
+
+

nk
n

nk
n

k
n

k

aaaa
 

第m人( nm ≤≤3 )獲勝的機率為 23
13

22
12

2
1

2
2

2
2

2
2

−++
−++

−++
−++

−++
−++ ++ mnk

mn
mnk
mn

mnk
mn aaa

 

當:
1

1

k

i i l
l

a a
−

−
=

= ∑ 且 1,...,4,3,22 2 −== − kia i
i ， 11 =a . 

並藉由找出關係式的方式，寫出以 nPPP ,..,, 21 為未知數之n元一次聯立方程
組，得到其係數矩陣為一 nn × 矩陣，第一列係數則是從 2,1 開始的2的乘
冪，直到 22 −k 為止，第 k項則是 12 −− k ，其餘的項都是零。之後每一列都是

前一列向右推移一項，所以對角線上的項都是1。如 3,5 == kn 之係數矩陣

如下: 

1 2 4 0 0
0 1 2 4 0
0 0 1 2 4

4 0 0 1 2
2 4 0 0 1

− 
 − 

− 
 − 
 − 

 

而其常數項符合下列規則: 

前兩項的係數都是 k−2 ，而從最後一項往上 2−k 項的常數項依次為
1321 2,...,2,2,2 −+−+−+− kkk ，其餘的常數項為0，藉由此規則，我們可以計算出任

何給定情形中每人的勝率，我們也從計算中得到，先比者的勝率比較高。 
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柒、 未來展望 

    在本研究討論中我們假設對弈者彼此互相獲勝機率為
1
2
時，比賽場次的期望

值與變異數與人數無關，還有推導出若要連勝 k場時每個人所獲勝機率一般結
果，得出了相當漂亮結論，未來將考慮更貼近真實比賽狀況，彼此對弈獲勝機率

可能不同，這可能會影響我們後面利用生成函數計算的複雜度，當然我們也可以

考慮單淘汰、雙淘汰、甚至一般 k淘汰的賽制中，每位對弈者所獲勝的機率與期
望值，希望未來我們能夠得出更一般的結論。 
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