
 
縱橫刪變形版之各組解的機率 

1 
 

 
投稿類別:數學組 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
篇名:縱橫刪變形版之各組解的機率 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

作者: 
方嘉晉。市立高雄中學。高一 24班 
李宇玄。市立高雄中學。高一 24班 

 
   
 

指導老師:黃仁杰 
 
 
 
 
 



 
縱橫刪變形版之各組解的機率 

2 
 

壹   前言 
 
在國小科展作品『當「月曆縱橫刪」遇上「八皇后棋」。』曾初次提到縱橫

刪這種遊戲，而在國中獨立研究作品「從 2D到 3D行行列列刪」中又將這種遊

戲推廣至長方形，並發現在長方形的情形中，他所選出數的總合不是一個定值，

只是對於每組解出現的機率並沒有探討。所以我們利用數學建模的方式，將命題

轉換成純數學符號，並找到解決這類問題的標準作業流程。 

 

一、研究動機 

 
之前曾在一本魔術書上介紹過簡化版的縱橫刪遊戲規則，他是在月曆上任選

一個邊長為 4的正方形，且每一格皆須包含月曆上的一個數字，接著請任一個路
人選一個數字，並將其所在的行列刪除，刪除的數字不可再選，如此一來便可選

到 4個數字，接著將這 4個數字相加，其和必會等於這個正方形 4個角落的數字
和。當時我們對這個神奇的事實有了莫大的興趣，並參閱了相關的參考資料，發

現原來這個遊戲並不只這麼狹隘，他可以改成一個邊長為任意整數的正方形，甚

至是長方形!只是對於不同的形狀，他的結果也都不盡相同，而長方形的多組可
能值也引起剛學完機率的我們強烈的興趣。 
 
二、研究目的 
 
    (一)每一組長方形圖可能解出現的機率 
 
三、研究方法 

 
到學校及市立圖書館參考相關書籍和資料，上網至各大科展網站搜尋相關作

品，並經自己思考和詢問後歸納、整理出我們的結論。 
 
四、名詞解釋 
 

    (一) yxF × （ a1 , a2 ,…, a y ）:表示ｘ列 × ｙ行（ｘ≧ｙ）的長方形圖所選出 

        的所有數相加後得到的和，稱為此長方平面圖的解， a y 表示在第 y行  

        所選的數。 

    (二) P(n)：表示此長方形圖解為 n的機率，且在不同的長方形圖下，即使 n 
        相同，P(n)仍有可能不同。 

    (三) 三元表示法:將長方形圖中每一格的數皆以 a0 + md1+ nd 2表示，a0為平 

        面圖左上角的數，d 1為列公差，d 2為行公差。 

    (四) bi的 i代表其為由上往下數第 i個沒被選到的列，而其值即代表該列所 
       具之 d1個數 
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貳   正文 
 
一、長方形圖的規則介紹和舉例 
 

(一) 把數字填入格子中，且橫列間的公差稱「列公差」(記為d 1 )為相同固定值， 

    直行間的公差稱「行公差」(記為 d 2 )為相同固定值，所有公差都不得為 0。 

(二) 選定格子中的一數，將其所在之行、列劃掉 

  (三) 劃掉的格子不可再選。 

  (四) 當所有的格子都被劃掉時，將所選的所有數字相加，稱為此圖形的解。 

 

  1.實例說明：(4×3長方形， a0 =3，d 1 =2，d 2 =3) 

                               表(一)  

3 6 9 

5 8 11 

7 10 13 

9 12 15 

           F 34× (3，8，15) = 26，     a1 =3 a2 =8 a3 =15 

        同樣的我們也發現，按照刪數規則，所得的F 34× (5，6，13)=24如下表

與上表結果並不相同，顯然除了選數有很多種外，長方平面圖的解也有很多

種，但因數字有限，可見勢必長方平面圖的解會有極值產生。 

 

                          表(二) 

3 6 9 

5 8 11 

7 10 13 

9 12 15 
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二、長方形圖的性質 
    (一) 性質一：在 x列 y行(x≧y)的長方平面圖中，每一行必有一數被選到， 

                 且有(x-y)列沒有數字被選到。 

    說明:  
            ∵x≧y ∴在選到 y個數時遊戲即結束(每一行都被刪完) 

            ∵只有選到 y個數即有 y列被刪掉 

            ∴有(x-y)列中的數字沒選到。 

 

(二) 性質二：在 x列 y行(x≧y)的長方平面圖中，若將所有數以三元表示法 

            表示，則同一橫列的數，其d 1項係數必相同；同一直行的數， 

            其d 2項係數必相同。 

       說明: 

   根據規則，我們可得到: 

       每一行的數為 

       a0 + md1 + kd 2  , a0 + dm )1( 1+ + kd 2 ,……, a0 + dxm )1( 1−+ + kd 2 (都有 kd 2 ) 

       每一列的數為 

       a0 + md1 + kd 2  , a0 + md1 + dk )1( 2+ ,……, a0 + md1 + dyk )1( 2−+ (都有md1 ) 

 

    (三) 性質三：在 x列 y行(x≧y)的長方平面圖中，其解的可能值必成等差數 

                 列，且公差等於列公差 

    說明: 

 

                            表(三) 

a0  a0 ＋ d1 2  a0 ＋ d2 2  

a0 ＋ d1 1  a0＋ d1 1＋ d1 2  a0＋ d1 1＋ d2 2  

a0 ＋ d2 1  a0＋ d2 1＋ d1 2  a0＋ d2 1＋ d2 2  

a0 ＋ d3 1  a0＋ d3 1＋ d1 2  a0＋ d3 1＋ d2 2  

 

            以表(三)為例，因為每個數都有a0，所以可得到此長方平面圖的解 

       必有 3 a0，又由性質一知，長方形圖每一行都會被選到，所以其解必有 
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       d0 2 + d1 2 + d2 2。亦可知在 4列 × 3行的長方平面圖中必能扣除掉 1列， 

       所以可得到此長方平面圖的解必有 d0 1 + d1 1 + d2 1 + d3 1 - dt )1( 1− (t為未被 

       選到數那一列，從上算起) 。 

       如果我們扣除掉由上往下數第一列(t＝1)則此長方平面圖的解 

       = a3 0 +( d0 2 + d1 2 + d2 2 )+( d0 1 + d1 1 + d2 1 + d3 1 )- d0 1 = a3 0 + d6 1 + d3 2  

       如果我們扣除掉由上往下數第二列(t＝2)則此長方平面圖的解 

       = a3 0 +( d0 2 + d1 2 + d2 2 )+( d0 1 + d1 1 + d2 1 + d3 1 )- d1 1 = a3 0 + d5 1+ d3 2  

       如果我們扣除掉由上往下數第三列(t＝3)則此長方平面圖的解 

       = a3 0 +( d0 2 + d1 2 + d2 2 )+( d0 1 + d1 1 + d2 1 + d3 1 )- d2 1 = a3 0 + d4 1 + d3 2  

       如果我們扣除掉由上往下數第四列(t＝4)則此長方平面圖的解 

       = a3 0 +( d0 2 + d1 2 + d2 2 )+( d0 1 + d1 1 + d2 1 + d3 1 )- d3 1 = a3 0 + d3 2 + d3 2  

       換句話說，4×3的長方平面圖的解有 4種，由大到小為： 

       a3 0 + d3 2 + d6 1、 a3 0 + d3 2 + d5 1、 a3 0 + d3 2 + d4 1、 a3 0 + d3 2 + d3 1； 

       即有最大值與最小值，且成等差數列，公差為列公差d 1。 

 
三、長方形圖解之機率分布 
 
在知道前述長方形圖的三個性質後即可開始進入我們的機率部分。 
 
(一) 引理 1 
 

    「在 x列 y行(x≧y)的長方平面圖中，每一列不被選到的機率都是一樣的」 
說明: 
    首先我們先選定(x-y)列不被選到，則將這(x-y)列拿掉，剩下的 y列 y行 
即可組成一個邊長為 y正方形圖，而對於每一個邊長相同的正方形圖其選法 
數皆相同，又每一個不被選到的列皆對應相同個數的邊長為 y正方形圖

( ) 
因此對每一列，不論是位於底邊或中間，其不被選到的機率都是相同的。 
 
(二) 引理 1所代表的意義 

 
    有了引理 1後，我們即可脫離窮舉的框架，只須分析每一組長方形圖的 
解是由漏掉哪幾列組成而得即可。 

     
(三) 長方形圖解機率的標準流程 
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1、 對於任意解 n，分析此解是由扣掉多少列公差所組成(參考長方形圖 
    的性質(三)之說明部分)，在此假設此解由扣掉 k個 d1組成。 
 
 
2、 將此問題轉換成以下命題: 

(1) k=b1+b2+b3+…..+b(x-y) 

(2) 0≦b1＜b2＜b3＜……＜b(x-y)≦(x-1) 
(3) 1≦i≦(x-y),bi為整數 
此條件下解出(b1,b2,b3,…..,b(x-y))共有幾組，則此組數λ即事件個數 

  3、P(n)=  

(四) 範例(應用)(x=5,y=2) 
                         表(四) 

11  

  

 19 

20  

  

                          
        表(四)是依照縱橫刪規則所做出的表格圖 

        求此長方形圖解可能值有哪些?且出現機率各為多少? 

        解：a0＝11 

            a0＋ d3 1＝20 

            a0＋ d 2＋ d2 1＝19 

            得 d 1 =3， d 2 =2  

            知道 d 1 , d 2的值後，可得到下列的表(五) 

                                表(五) 
 
 
 
 
 
 
 

11 13 

14 16 

17 19 

20 22 

23 25 
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           最大值(即漏掉上 3列不選)=20+25=45 
           最小值(即漏掉下 3列不選)=11+16=27 
          此長方形圖的可能值有:27、30、33、36、39、42、45 
 
 
          標準流程: 

  1、對於任意解 n，分析此解是由扣掉多少個列公差所組成 

             2 a0 +0 d 2 +1 d 2 +0 d 1 +1 d 1 +2 d 1 +3 d 1 +4 d 1 =54 

             27: (54-27)=9d1 

             30: (54-30)=8d1 
             33: (54-33)=7d1 
             36: (54-36)=6d1 
             39: (54-39)=5d1 
             42: (54-42)=4d1 
             45: (54-45)=3d1 

 

 

  2、將此問題轉換成以下命題: 
(1) k=b1+b2+b3 

(2) 0≦b1＜b2＜b3≦4 
(3) 1≦i≦3,bi為整數 
此條件下解出(b1,b2,b3)共有幾組，則此組數λ即為事件各數 
 

            9=2+3+4,y=1 
            8=1+3+4,y=1 
            7=0+3+4=1+2+4,y=2 
            6=0+2+4=1+2+3,y=2 
            5=0+1+4=0+2+3,y=2 
            4=0+1+3,y=1 
            3=0+1+2,y=1 

  3、P(n)=  
                       表(六) 

 
參   結論 
   
    在探討了長方形圖解的機率分布後，我們找到了一個標準流程使這個問題變 
得更為容易解決，但當(x-y)和 x的值變得很大時，轉換的形式似乎也變得不容易
解決，因為限制頗多，所以以公式來呈現整個結果並不簡單，不同的例子可能會

適用於不同的情況，於是我們想如果能寫出適當的程式，以電腦代替我們，就能

可能值 27 30 33 36 39 42 45 
對應機率 1/10 1/10 1/5 1/5 1/5 1/10 1/10 
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應付(x-y)和 x的值變得很大時的情形。 
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