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壹●前言 

 

有一次在解程式的題目的時候，解到一題題目是                  塗上白 

 

色和藍色，白色不能為首尾，且白色不相鄰(藍色可相鄰)，請問第 n 項的方法數，

而我用組合級數解出來之後，赫然發現竟然巧合的與費式數列第 n 項相同，究竟

組合級數和費式數列到底有什麼關連，因此我們想要研究看看。 

 

研究之後發現竟然巧合的可以在巴斯卡三角形上畫出一個很整齊的圖案。 

 

貳●正文： 

 

一、費氏數列定義： 

以 Fn表示為費氏數列第 n 項，可將費氏數列一般項以遞迴式表示為： 

{

F1 = 1
F2 = 1

Fn+2 = Fn+1 + Fn

n ∈ N, n ≥ 1

 

解遞迴式的通式，其特徵方程式：𝓉2 = 𝓉 + 1，兩根分別為：
1+√5

2
和

1−√5

2
 

∴設Fn = A (
1+√5

2
)

n

+ B (
1−√5

2
)

n

 ，解方程式後，A= 
1

√5
  B=−

1

√5
 

∴Fn =
(

1+√5

2
)

n

−(
1−√5

2
)

n

√5
 

 

二、剛才前言所提到的題目的解法： 

我們考慮題目的條件，然後分別以在 n-1 個藍色長方形中插入 1 個白色

長方形、在 n-2 個藍色長方形中插入 2 個白色長方形、在 n-3 個藍色長方形

中插入 3 個白色長方形……直至不能再插入更多長方形，將插入不同個數的

長方形的方法數加總，即為所求。得到方程式如下： 

∑ Ck
n−k−1

*
n−1

2
+

k=0

 

而這條方程式又與費式數列有什麼關係呢？ 

 

三、兩者的關係： 

我們要如何知道 
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∑ Ck
n−k−1

*
n−1

2
+

k=0

=

(
1 + √5

2 )

n

− (
1 − √5

2 )

n

√5
 

以下是證明： 

∑ Ck
1−k−1

0

k=0

=

(
1 + √5

2 )

1

− (
1 − √5

2 )

1

√5
= 1 

∑ Ck
2−k−1

0

k=0

=

(
1 + √5

2 )

2

− (
1 − √5

2 )

2

√5
= 1 

若 n=2 𝓍+1(𝓍 ∈ N, 𝓍 ≥ 1) 

∑ Ck
n−3−k +

*
n−3

2
+

k=0

∑ Ck
n−2−k

*
n−2

2
+

k=0

= ∑ Ck
2𝓍−2−k

𝓍−1

k=0

+ ∑ Ck
2𝓍−1−k

𝓍−1

k=0

 

= ∑ Ck
2𝓍−2−k

𝓍−2

k=0

+ ∑ Ck
2𝓍−1−k

𝓍−1

k=0

+C𝓍−1
𝓍−1+C0

2𝓍−1 

= ∑ Ck−1
2𝓍−1−k

𝓍−1

k=1

+ ∑ Ck
2𝓍−1−k

𝓍−1

k=1

+C𝓍
𝓍+C0

2𝓍 

= ∑ Ck
2𝓍−k

𝓍−1

k=1

+C𝓍
𝓍+C0

2𝓍 

= ∑ Ck
2𝓍−k

𝓍

k=0

 

= ∑ Ck
n−1−k

*
n−1

2
+

k=0

 

若 n=2 𝓍(𝓍 ∈ N, 𝓍 ≥ 2) 

∑ Ck
n−3−k +

*
n−3

2
+

k=0

∑ Ck
n−2−k

*
n−2

2
+

k=0

= ∑ Ck
2𝓍−3−k

𝓍−2

k=0

+ ∑ Ck
2𝓍−2−k

𝓍−1

k=0

 

= ∑ Ck
2𝓍−3−k

𝓍−2

k=1

+ ∑ Ck
2𝓍−2−k

𝓍−1

k=1

+C0
2𝓍−2 
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= ∑ Ck
2𝓍−2−k

𝓍−1

k=1

+ ∑ Ck
2𝓍−2−k

𝓍−1

k=1

+C0
2𝓍−1 

= ∑ Ck
2𝓍−1−k

𝓍−1

k=1

+C0
2𝓍−1 

= ∑ Ck
2𝓍−1−k

𝓍−1

k=0

 

= ∑ Ck
n−1−k

*
n−1

2
+

k=0

 

∴ ∑ Ck
n−3−k +

*
n−3

2
+

k=0

∑ Ck
n−2−k

*
n−2

2
+

k=0

= ∑ Ck
n−1−k

*
n−1

2
+

k=0

 

又
(

1+√5

2
)

n−2

−(
1−√5

2
)

n−2

√5
+

(
1+√5

2
)

n−1

−(
1−√5

2
)

n−1

√5
=

(
1+√5

2
)

n

−(
1−√5

2
)

n

√5
  

∴ ∑ Ck
n−k−1

*
n−1

2
+

k=0

=

(
1 + √5

2 )

n

− (
1 − √5

2 )

n

√5
 

而為什麼會造成這種情況，難道只是單純的巧合？不，其實前言的題目

本來就有遞迴關係，n 個長方形塗色的狀況(n ≥ 3)，因為條件的限制，所以

最後兩個長方形僅有兩種塗法：藍色與藍色或是白色與藍色。 

第一種塗色方法數會等於 n-1 個長方形的塗色方法數 (因為去掉最後一

個藍色長方形即為 n-1 個長方形塗色的狀況)。 

第二種塗色方法數會等於 n-2 個長方形的塗色方法數 (因為白色前面必

為藍色，然後去掉最後的一個藍色長方形與一個白色即為 n-2 個長方形塗色

的狀況)。 

又因為一個長方形與兩個長方形時塗色方法數均為 1，所以此題目的答

案會剛好是費式數列第 n 項。 

 

四、巴斯卡三角形與費式數列： 

∑ Ck
n−k−1

*
n−1

2
+

k=0

=

(
1 + √5

2 )

n

− (
1 − √5

2 )

n

√5
 

由這條式子可以知道費式數列第一項可寫成C0
0、費式數列第二項可寫成C0

1、
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費式數列第三項可寫成C0
2 + C1

1、費式數列第四項可寫成C0
3 + C1

2、費式數列

第五項可寫成C0
4 + C1

3 + C2
2……而這些可以在巴斯卡三角形中可以畫出一個

整齊的圖形，如下： 

也可以把證明畫在圖上 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

若 n 為奇數時，除了最左邊的以外，其餘都用巴斯卡定理加起來，如上圖。 

費式數列第 1 項 

費式數列第 2 項 

相加後為費式數列第 3 項 

相加後為費式數列第 4 項 

相加後為費式數列第 5 項 

相加後為費式數列第 6 項 

相加後為費式數列第 7 項 
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若 n 為偶數時，除了最左右兩邊的以外，其餘都用巴斯卡定理加起來，如上圖。 

 

參●結論 

 

我們發現到了一個組合級數： 

∑ Ck
n−k

*
n
2

+

k=0

=

(
1 + √5

2 )

n+1

− (
1 − √5

2 )

n+1

√5
 

簡單的說，就是若n為偶數，則 

C0
n + C1

n−1 + C2
n−2 + ⋯ … + Cn

2

n
2 =

(
1 + √5

2 )

n+1

− (
1 − √5

2 )

n+1

√5
 

若n為奇數，則 

C0
n + C1

n−1 + C2
n−2 + ⋯ … + Cn−1

2

n+1
2 =

(
1 + √5

2 )

n+1

− (
1 − √5

2 )

n+1

√5
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還發現了費式數列可以在巴斯卡三角形上畫出整齊的圖形。在這之前，我們

都覺得費式數列和巴斯卡三角形或費式數列和排列組合沒什麼關係，而這次卻發

現了他們之間的關連，雖然不知道這些東西何時能派上用場，不過數學上真的有

好多有趣的巧合可以研究。 
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