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摘要 

我們知道排列組合在高中數學課程中屬於很重要

的一門課，常常出現的著色問題，即相鄰兩塊區域

不得同色，然而題目卻往往最多只出現到 42   

格而已，於是我們就把此題往更深入去推廣，希望

能夠求得出一個完整的公式，並且嘗試要推廣到

nn 格，並且運用了 Mathematica 試用版程式來

完成我們的公式推導。 

 

關鍵字: Mathematica 試用版程式 

 

1. 前言 

1.1、 研究動機 

老師在教排列組合單元的時候，教到一題 42 格

的著色問題，即相鄰兩塊區域不得同色，於是我們

就索性在台下算了起來，待老師講解之後，我們便

想說這個題目會不會有一個公式解或是一個歸

納，於是我們便開始這個小論文討論。 

 

1.2、研究目的 

考慮著色問題中的公式解問題，並希望能夠推導到 

nn 格的著色問題的公式解 

 

2. 主要內容 

2.1 定義 

我們所謂的定義其實就是說明我們所謂的的格子 

為 n1 格 

為 n2 格 

依此類推 

為 nn 格 

我們都假設有 m種顏色要填入這些格子內，並且相

鄰兩個區域顏色不得相同 

2.2 公式推導 

2.2.1 n1 格公式推導 

首先我們先考慮較少格數的狀況 

(1) 所有的方法數為m種 

(2) 所有的方法數為 )1(  mm 種  

(3) 所有的方法數為 )1()1(  mmm  

證明:在 n1 格的狀況中，每一格的顏色皆須與

前一格不相同，所以須乘上 1m 種，而第一格所

可以填的顏色為m種，所以在 n1 的狀況中，公

式解為 1)1(  nmm 種 

2.2.2 12 、 22 格探討 

同樣地，我們先從較少格數的部分著手 

(1) 所有的方法數為 )1(  mm 種 

(2) 便須進行討論:因此我們先把格子編上編

號 ，並且分成 A、D 同色與 A、D異色進行討

論→ 

【1】A、D 同色:A 有 m種填色方法，D有 1種填色

方法(與 A相同的顏色)，而 B、C則分別有 m-1 種

著色方法，因此相乘之後為 2)1(  mm 種方法 

【2】A、D 異色:A 有 m種填色方法，D有 m-1 種填

色方法(與 A 不同的顏色)，而 B、C則分別有 m-2

種方法，因此相乘之後為 2)2()1(  mmm 種方

法 

因此當我們把兩個式子合併時，所得出的結果為

)33()1( 2  mmmm 種方法 

 

我們發現如此討論的方法速度非常緩慢，而且在

的時候，討論便變得非常複雜。因此我們

便想說是否有一個方法可以把它進行簡化。 

2.2.2 著色問題的另外一種想法 

再進行另外一種想法之前，我們必須先將這些格子

進行編號，並且先進行說明，ex: 

 
以線相連的兩個區域不得同色 

 
此時 A、B未直接以線相連，代表其可同            

色或異色 

此時 A、B 兩區域以兩直線直接相連，代

表 A、B必須同色，因為 A、B 同色，因此便可以把

它合併成為  



 

以下將介紹我們的另一種想法: 

【1】 當我們將它進行編號時，我們便可以

把它想成 ，其中以線相連的兩個區域不

得同色，並且又可以把它想成: 

等於 減  

(因為 狀況下，A、B 有可能同色，因此

將把這些狀況扣除) 

而 又等於  

等於 減  

而 又等於  

因此 著色的總方法數為  
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與我們討論出的公式相同 

 

因此我們便可以利用此方法推導出 的解 

便可以想成  

等於 減  

 

而 又等於  

等於 減  

而 等於  

 

 

可是現在又出現一個問題了，那就是

要怎麼計算它的方法呢? 

為了解決這個問題，我們先進入定理部分 

2.2.3 定理 

以下定理，我們都以 m種顏色進行討論 

定理一:如果每個區域都是獨立，如下圖 

有三個獨立區域 A、B、C，會有
3m 種

方法，在 n個獨立區域中，會有
nm 種著色法 

 

定理二:如果某種封閉圖形又外接了另一個部分，

如右圖 ，那麼總著色法就是原

來 A、B、C區域(即 Q區域)的總方法數再乘上 D

的著色數 m-1(與 B 不同色)，如果原來的圖形已經

有 x種著色法，那麼再外接 n個區域，總著色數便

會變成 nmx )1(  種 

 

定理三:遇到這種 n個區域環狀的著色數如下圖

 
有 )1()1()1(  mm nn 種方法 

 

 

 

為了使式子更加簡潔，令 m-1=k 

 



 

推論: 

 

kkkkkk  3223 )()(  

 

 

kkkkkk  4334 )()(

  

 

kkkkkk  5445 )()(

 
 

由上述我們可以推論 n個區域環狀(n>2)的著色數 

)1()1()1(  mm nn  

 
定理四:如果一個封閉圖形又外接了一個封閉圖

形，如右圖 ，此時我們可以進行一

個推論 

 

推論:假設原本的區域有 x種方法

 
)1(  kxxxk

 
 

 

)1()1( 22  kkxkxxk

 
 

 

)1()1( 2323  kkkxkkxxk

 

由上述我們可以推論假設一個封閉圖形已經有 x

種著色方法，某個節點延伸出去形成一個有 n個節

點的圖形並連回某一點隔壁之另一點

那麼總著色數為 

))1(......( 21 nnnn kkkx  

  

由以上幾個定理，我們便可以把 2.2.2 最後的部份

解決掉 
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而由定理四，我們可以推論出 n2 格的公式解 

 

推論:每次向右邊增加 2格，便可視為一個封閉圖

形又延伸出去形成一個有 2個節點的圖形，因此 

331 212  mmkk  

而 12 格的方法數為 )1(  mm ，所以 n2 格

的公式解為: 
12 )33()1(  nmmmm

 2.2.3 進階公式 

當我們探討完 n1 格以及 n2 格的公式解後，我

們將更深一步地去探討 n3 格的公式解，不過由

於有時當圖形過於複雜，利用公式來計算還是太費

時了，這時我們就不得不借助電腦的幫忙。引此我

們使用 Mathematica 計算程式的試用版來協助我

們計算複雜的圖形 


