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壹●前言 

 

    在上學期數學課上到圓錐曲線時，學到了有關切線在圓錐圖形上的表示方式

有這麼一條公式，叫「換一半」公式。經由老師的引導討論後，發現此公式不論

用在圓、橢圓、拋物線和雙曲線上都可以適用，而且似乎沒什麼瑕疵。於是我們

想對此進行探討，並驗證其在這四種圖形的外、上、內等位子上又會有什麼變化。 

 

貳●正文 

 

一、定義解釋： 

    (一)、換一半公式： 

    對任意給定的圓錐曲線 

則對於任意點 P( i , j ),定義以下方程式為其換一半公式： 

 
    (二)、極軸： 

圓錐曲線的換一半公式是一次方程式，也就是一條直線。根據資料，點 P

被稱為極點(pole)，換完得到的直線稱為極軸。以下我們仍然以換一半公式

稱呼。 

     

二、基本型探討： 

     

    (一)、圓： 

    圓形是最基本的二次曲線，先以其探討之。 

    

    令一圓  ,則對於點 P( i , j )，其換一半公式為



下： 
 

    接下來我們將點 P分成三類： 

        1、若點 P使得二次式  (()/)(()/)D  

           為通過該點之圓切線(如圖一)。  

 

 

2、若點 P使得二次式 (()/)(()/)_ 

 

           為通過點 P之圓的兩條切線的切點連線(如圖二)。  

3、若點 P使得二次式  (()/)(()/)  

           為垂直圓心與點 P連線的直線，且與其平行且過點 P的直線與圓交

於兩點，這兩點形成的切線交於該直線(如圖三)。 

 

 

(二)、 橢

圓： 

        

 令一橢圓 

 (()/)(()/)(()/)_________  

      接下來我們將點 P分成三類： 

        1、若點 P使得二次式  (()/)(()/)(( 

           為通過該點之橢圓切線(如圖四)。  

 

2、若點 P使得二次式  

(()/)(()/)D_  

           為通過點 P之橢圓的兩條切線的切點連線(如圖五)。  

3、若點 P使得二次式  

圖一 圖三 圖二 



(()/)(()/)__  

           為平行以點 P為中點之中點弦的直線，且與過點 P中點弦交於橢圓

的兩點，這兩點形成的切線交於該直線(如圖六)。 

  

 

(三)、拋 物

線： 

        

    令一拋物線

 (()/)(()/)(()/)_D_Dd____  

    接下來我們將點 P分成三類： 

        1、若點 P使得二次式  

(()/)(()/)(()  

           為通過該點之拋物線切線(如圖七)。  

 

2、若點 P使得二次式  

(()/)(()/)D_D  

           為通過點 P之拋物線的兩條切線的切點連線(如圖八)。  

3、若點 P使得二次式  

(()/)(()/)D_D  

           為平行以點 P為中點之中點弦的直線，且與過點 P中點弦交於拋物

線的兩點，這兩點形成的切線交於該直線(如圖九)。 

 

 

(四)、 雙 曲線：  

       

    令一雙曲

線

 (()/)(()/)(()/)_________  

    接下來我們將點 P分成三類： 

        1、若點 P使得二次式  

圖五 圖四 圖六 

圖七 圖八 圖九 



(()/)(()/)(()  

           為通過該點之雙曲線切線(如圖十)。  

 

2、若點 P使得二次式  

(  

           為平行以點 P為中點之中點弦的直線，且與過點 P中點弦交於雙曲

線的異側兩點，這兩點形成的切線交於該直線(如圖十一)。  

3、若點 P使得二次式  

(  

           為平行以點 P為中點之中點弦的直線，且與過點 P中點弦交於雙曲

線的同側兩點，這兩點形成的切線交於該直線(如圖十二)。 

 

三、意義： 

    (一)、斜率： 

        確認了換 一半公

式的形式 後，我 們試著化簡 換

一半公 式，得到 

       
 

 

        於是我們得到換一半公式的斜率：

 (其中 ) 

        我們將二次式  / () / ()_ 

        

 

圖十二 



           則得到

 

 

 

     (二)、廣義反演： 

             反演定義：反演是種幾何變換。給定點 O為圓心、常數 r為圓半

徑，則點 P的變換對應點就是在以 O開始的射線 OP上的一點 Q使得 

                                
              

             以橢圓為例，我們藉由作圖得到下面結論： 

 
     

如圖所示，令一橢圓  

()/()___________________________________________________________  。 

 中點弦延長線分別交橢圓中心、橢圓、極軸於 H、R、S，則得到：

 

     我們稱以下現象為廣義反演，所以換一半公式其實就是過點之直線之廣義

反演。 

 

 

參●結論 



       在圓與圓錐曲線的應用題目上，換一半公式的用途廣泛且方便好記，處

理直線方程與二次曲線的關係上又佔有極重要的地位，透過本次分析與整

理，不僅僅歸納出此公式在圖形內、外、中各長什麼樣子，有什麼性質，更

得到此公式在幾何上的意義，發現其為過點之直線之廣義反演，有助於我們

能完全熟悉此公式並靈活運用於此類題型中。 
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