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壹●前言 

  老師之前教排列組合時講到圖形(圖一)的著色問題，同色不

相鄰的方法數，並且將其推廣成多個圖形相連(圖二)的著色問

題，所以我們突然想到，若是將圖一的圖形往上方堆疊起來，則

方法數會是多少？而如何將其推廣？於是就開始進行這方面的研

究。 

貳●正文 

    將圖一的圖型往上方堆疊應如圖三的圖形，但避免其在推

廣時造成混淆，所以可將圖形簡化成由８個小正方體，堆疊成

一個大正方體（圖四），並將其分別編碼 

  先進行一些假設，假設有ｍ種顏色(ｍ≥４)，而每個小正方

體都帶有一種顏色，且相鄰的小正方體不同色，先假使其不可轉

動，故可以進行如下的討論： 

一、固定 a 為第一個著色的地方，有 m 種選擇 

  二、則之後能依據ｂ﹒ｃ﹒ｄ彼此之著色關係進行討論 

（一）ｂ﹒ｃ﹒ｄ皆同色：（ｍ－１）×１×１ 

（二）ｂ﹒ｃ同色：（ｍ－１）×１×（ｍ－２） 

（三）ｂ﹒ｄ同色：（ｍ－１）×１×（ｍ－２） 

（四）ｃ﹒ｄ同色：（ｍ－１）×１×（ｍ－２） 

  （五）ｂ﹒ｃ﹒ｄ皆異色：（ｍ－１）×（ｍ－２）×

（ｍ－３） 

三、之後可依據前面所討論的ｂ﹒ｃ﹒ｄ之間的關係，再對

ｅ﹒ｆ﹒ｇ﹒ｈ進行討論 

    （一）ｂ﹒ｃ﹒ｄ皆同色 

 １、ｅ﹒ｆ﹒ｇ皆同色：（ｍ－１)×１×１×（ｍ－１) 

  ２、ｅ﹒ｆ同色：（ｍ－１）×１×（ｍ－２）×（ｍ－２） 

  ３、ｆ﹒ｇ同色：（ｍ－１）×１×（ｍ－２）×（ｍ－２） 

  ４、ｅ﹒ｇ同色：（ｍ－１）×１×（ｍ－２）×（ｍ－２） 

 ５、ｅ﹒ｆ﹒ｇ皆異色：（ｍ－１）×（ｍ－２）×（ｍ－３）×（ｍ

－３） 

（二）ｂ﹒ｃ同色 

     １、ｅ﹒ｆ﹒ｇ皆同色：（ｍ－２）×１×１×（ｍ－１） 

(ｂ﹒ｃ﹒ｄ以用了 2 種顏色，所以只剩 m-2 種顏色) 

     ２、ｅ﹒ｆ同色：（ｍ－２）×１×（ｍ－３）×（ｍ－２） 

(ｅ可選ｍ－１種顏色，而ｆ可選ｍ－２種顏色，而ｆ可選的顏

色ｅ都可選，而ｇ與ｂ﹒ｄ不同色而且需跟ｅ﹒ｆ不同色) 

３、ｅ﹒ｇ同色：（ｍ－２）×１×（ｍ－３）×（ｍ－２） 

  ４、ｆ﹒ｇ同色：（ｍ－２）×１×（ｍ－３）×（ｍ－２） 

 

 

圖三 
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圖二 

  

  

 圖一 

 

圖四 
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 ５、ｅ﹒ｆ﹒ｇ皆異色：（ｅ和ｄ同色）＋（ｅ和ｄ不同色） 

＝１×（ｍ－２）×（ｍ－３）×（ｍ－

３）＋（ｍ－２）×（ｍ－３）×（ｍ－

４）×（ｍ－３） 

（三）ｂ﹒ｄ同色：可由第（二）點的討論獲得相同結果 

（四）ｃ﹒ｄ同色：可由第（二）點的討論獲得相同結果 

（五）ｂ﹒ｃ﹒ｄ皆異色 

 １、ｅ﹒ｆ﹒ｇ皆同色：（ｍ－３）×１×１×（ｍ－１） 

     ２、ｅ﹒ｆ同色：（ｍ－３）×１×（ｍ－３）×（ｍ－２） 

     ３、ｅ﹒ｇ同色：（ｍ－３）×１×（ｍ－３）×（ｍ－２） 

     ４、ｆ﹒ｇ同色：（ｍ－３）×１×（ｍ－３）×（ｍ－２） 

     ５、ｅ﹒ｆ﹒ｇ皆異色：（ｅ和ｄ同色＆ｂ和ｆ同色）＋（ｅ和ｄ

同色＆ｂ和ｆ不同色）＋（ｅ和ｄ不同色

＆ｂ和ｆ同色）＋（ｅ和ｄ不同色＆ｂ和

ｆ不同色）＝１×１×（ｍ－２）×（ｍ－

３﹚＋１×（ｍ－２）×（ｍ－３）×（ｍ

－３）＋１×（ｍ－２）×（ｍ－３）×

（ｍ－３）＋（ｍ－３）×（ｍ－４）×

（ｍ－４）×（ｍ－３） 

  四、展開並化簡 

（一）分開化簡 

 １、ｂ﹒ｃ﹒ｄ皆同色＝ｍ×（ｍ－１）×１×１×［（ｍ－１)×１×１×

（ｍ－１)＋（ｍ－１）×１×（ｍ－２）×

（ｍ－２）＋（ｍ－１）×１×（ｍ－２）×

（ｍ－２）＋（ｍ－１）×１×（ｍ－２）×

（ｍ－２）＋（ｍ－１）×（ｍ－２）×

（ｍ－３）×（ｍ－３）］ 

＝（ｍ２－ｍ）×［ｍ４－６ｍ３＋１５ｍ２－１

７ｍ＋７] 

＝ｍ６－７ｍ５＋21ｍ４－３２ｍ３＋２４ｍ２－

７ｍ 

   ２、ｂ﹒ｃ同色＝ｍ×（ｍ－１）×１×（ｍ－２）×｛（ｍ－２）×１

×１×（ｍ－１）＋（ｍ－２）×１×（ｍ－３）×

（ｍ－２）＋（ｍ－２）×１×（ｍ－３）×（ｍ－

２）＋（ｍ－２）×１×（ｍ－３）×（ｍ－２）＋

［１×（ｍ－２）×（ｍ－３）×（ｍ－３）＋（ｍ

－２）×（ｍ－３）×（ｍ－４）×（ｍ－３）］｝ 

＝（ｍ３－３ｍ２＋２ｍ）×［ｍ４－８ｍ３＋２５ｍ２
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－３６ｍ＋２０］ 

＝ｍ７－１１ｍ６＋５１ｍ５－１２７ｍ４ 

＋１７８ｍ３－１３２ｍ２＋４０ｍ 

３、ｂ﹒ｄ同色＝ｍ７－１１ｍ６＋５１ｍ５－１２７ｍ４ 

＋１７８ｍ３－１３２ｍ２＋４０ｍ 

４、ｆ﹒ｇ同色＝ｍ７－１１ｍ６＋５１ｍ５－１２７ｍ４ 

＋１７８ｍ３－１３２ｍ２＋４０ｍ 

５、ｂ﹒ｃ﹒ｄ皆異色＝ｍ×（ｍ－１）×（ｍ－２）×（ｍ－３）×

｛（ｍ－３）×１×１×（ｍ－１）＋（ｍ

－３）×１×（ｍ－３）×（ｍ－２）＋

（ｍ－３）×１×（ｍ－３）×（ｍ－２）

＋（ｍ－３）×１×（ｍ－３）×（ｍ－

２）＋［１×１×（ｍ－２）×（ｍ－３﹚

＋１×（ｍ－２）×（ｍ－３）×（ｍ－

３）＋１×（ｍ－２）×（ｍ－３）×（ｍ

－３）＋（ｍ－３）×（ｍ－４）×（ｍ－

４）×（ｍ－３）］｝ 

＝（ｍ４－６ｍ３＋１１ｍ２－６ｍ）×［ｍ４－

１１ｍ３＋５１ｍ２－１３１ｍ＋９９］ 

＝ｍ８－１５ｍ７＋１００ｍ６－３８７ｍ５＋

９３４ｍ４－１３８０ｍ３＋１１２５ｍ２－

３７８ｍ 

（二）全部合併＝ｍ８－１２ｍ７＋６８ｍ６－２４１ｍ５＋５７４ｍ４－

８７８ｍ３＋７５３ｍ２－２６５ｍ 

参●結論 

一、當ｍ＝４代入，我們得到一個結論，其值計算出來為２４１２，發現

其與樹狀圖列出之方法符合 

二、當ｍ＝５代入，我們得到一個結論，其值計算出來為２９０００，發

現其與樹狀圖列出之方法符合，所以推斷此式成立 

三、其實我們發現生活中到處都充滿著數學，只是我們常常缺乏發現，我

們相信只要我們用心觀察，處處皆可以為一新觀點，到處都可以是一

篇小論文的主題，可以等待我們去發現並討論之，雖然可能會很辛

苦，但其中的過程是我們需要學習的 

四、如果做成２×２×ｎ的長方條，而這可從２×２×２的正立方體相接去推

廣，而相接面的種類歸類如下： 

（一）ａ﹒ｂ﹒ｃ﹒ｅ皆異色 

（二）ａ﹒ｅ同色，ｂ﹒ｃ異色 

（三）ａ﹒ｅ異色，ｂ﹒ｃ同色 
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（四）ａ﹒ｅ同色，ｂ﹒ｃ也同色 
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