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摘要 

圓，存在於我們生活中美一個角落，它是世界上最美的一種圖形，但他所蘊

含的，卻不只如此。人們常說「月圓人團圓」，可見它在我們的心中，是代表著

一種圓滿、和諧的意思；而中國古代的圓，則與天象的觀察息息相關，古人發現

日月星辰會周而復始地流轉，因此認為「天」是一個往復循環、無始無終的整體，

稱這種狀態為「圓」。相對的，地上的萬事萬物各有其類，都有自己的分職，因

此形容這種狀態為「方」，因而產生了「天圓地方」這種想法；人與天地自然是

一個完整的整體，自然的法則就是為人處事的道理，因此，圓雖然只是一個幾何

圖形，卻也蘊藏了天地運行、節令變化，乃至聖王之道在內。 圓是一種多麼神

奇的圖形阿！之前看到了奧運的五環旗，變萌生了一個想法，若是把兩個圓交在

一塊兒，會發生什麼事呢？因此在之後的研究中，我們以數學方式探討在兩交圓

內的圖形面積。 

 

壹、前言 

一、研究動機 

在高二第四冊的課程中學到了圓錐曲線，其中包含圓、橢圓、拋物線、雙曲

線，探究其中有許多有趣的性質，(e.g.圓系的組合、根軸、雙曲線的漸進線性

質……)，我們在其中思考之中，從其中較為簡單明瞭的圓中想到了一個有趣的

問題：如果有兩個圓相交(形成交圓)，在其相交部分中置入一多邊形，則要如何

做出最大值，於是我們從最簡單的三角形開始探討，並延伸到四邊形。 

 

二、 研究目的 

在直角座標平面上存在兩相交於兩點的圓，半徑相

同，其交集如右圖所示黃色區塊，為一類似橄欖球型的

區塊，而在其邊上任取頂點，則可形成一多邊形，而我

們將在之後探討此內接多邊形之面積最大值。 

(一) 簡化問題：探討普通圓內接多邊形的最大面積。 

(二) 探討交圓內的最大三角形面積。 

(三) 延伸：探討最大內接四邊形面積。 

 

 

貳、主要內容 

一、探討普通圓內接多邊形的最大面積 



 

(一) 圓內接三角形最大面積 

現有一圓 O，在圓周上任取三點 A、B、C，形成一封閉三角形(如圖一)。在BC上

做一條中垂線交BAC 於 A'(如圖二)，則 (A'd ， ) d(ABC  ， )BC ，使得三角形

面積 'A BC ABC (如圖三)。 

   
         (圖一)               (圖二)                  (圖三) 

 利用上述手法反覆操作後，使各邊上的高達到最大值，我們會發現此三角形

會趨向一個正三角形；而達到最理想狀態，也就是面積最大時，我們可推測此

ABC，A點會在BAC 之中點，B點會在 ABC 之中點，C點會在 ACB 之中點，

形成一正三角形(如圖四)。此方法也將會用於證明交圓內的最大三角形面積。 

    

(圖四)                            (圖五) 

 

 另證：一圓半徑為 R，圓心為 O，圓內接一 ABC， AOB   ， BOC   ，

COA   (如圖五)，α + β + γ = 360° ，此時 ABC面積=
1

2
R2(sin 𝛼 + sin 𝛽 +

sin 𝛾) ≤
1

2
𝑅2 × 3 sin

𝛼+𝛽+𝛾

3
(根據琴森不等式)，而等號成立條件為α=β=γ，得

證 ABC面積最大時為一正三角形，此時面積為
3√3

4
𝑅2。 

 

 



 

(二) 推廣至圓內接多邊形最大面積 

首先證明四邊形，考慮一圓，圓心 O，半徑為 R，在圓周上任取四點 A、B、

C、D 形成一四邊形(如圖六)，此時四邊形 ABCD 面積
1

sin
2

AC BD  

21
2 2 2

2
R R R    ，等號成立條件： 2AC BD R  、 90  ，可得四邊形 ABCD

面積最大時為一正方形。 

 

             (圖六)                                (圖七) 

 

 至於其餘多邊形之證法，基本上與上述三角形的第二證法相似，利用琴森不

等式。考慮一圓，圓心 O，半徑為 R，在圓周上任取 n 個點 a1、a2、a3 …… an-1、

an形成一 n 邊形(如圖七)， 1 2 1a aO   、 2 3 2a aO   、 4 33a aO   、……

1 1n n na aO    、 1n na aO   ，此 n 邊形的面積可寫成
1

2
𝑅2(sin 𝜃1 + sin 𝜃2 +

sin 𝜃3 + ⋯ + sin 𝜃𝑛−1 + sin 𝜃𝑛) ≤
1

2
𝑅2𝑛 sin

𝜃1+𝜃2+𝜃3+⋯+𝜃𝑛−1+𝜃𝑛

𝑛
=

1

2
𝑛𝑅2 sin

360°

𝑛
， 

等號成立時 1 2 3 1... n n         ，故此圖形為一正多邊形。 

 

二、探討交圓內的最大三角形面積 

(一) 觀察內接三角形面積變化情形 

現有兩圓，圓心分別為 O1、O2，半徑皆為 R，此兩圓相交於 2點 P、Q，在其

交集的部分，任取三點 A、B、C 形成一三角形(如圖八)，而我們將後頭討論其面

積之最大值。 

       

        (圖八)                  (圖九)                  (圖十) 



 

 觀察此三角形的三邊，我們將BC交圓 O2於 E，並做線段 BE 中垂線交圓 O2

於 D(如圖九)，此時優弧BDE上 D點距離BE最長，但 D點並不畏於此兩圓的交

集上，因此我們取 P 點，使得 BC邊上的高能最大，進而使三角形面積能加大，

PBC ABC (如圖十)。 

 同樣地，我們延長PC並作中垂線，交圓 O2於點 B’，此時 'PB C PBC (如

圖十一)，接著再延長 'PB 並作中垂線，交圓 O1於點 C’，此時 ' ' 'PB C PB C (如

圖十二)。 

         

        (圖十一)                        (圖十二) 

 如此反覆操作之後，我們可以發現，此三角形會變成一個以 P 為頂角，BC

為底邊的一個等腰三角形(如圖十三)，且 B點會落在PBE 之中點，C點會落在

PCD之中點，及代表著PB及PC邊上的高均已達到最大值，此時 PBC 的面積

會最大。 

                     

                             (圖十三) 

 證明方法十分簡單，利用反證法，假設我們剛找到的 PBC 不是最大的三角

形，此時我們隨意移動其中任一個頂點(當然它必須要在圖形交集上)，可以發現

到三角形的高會變小，面積也會變小，故不存在比 PBC 大的內接三角形，得證。 

 

(二) 最大內接三角形面積公式 

接著我們將推導此三角形的面積通式，如圖十四，首先我們作出
21O O 和 O1 、

O2之中垂線 L1，以及其中一條外公切線 L2，接著再作幾條輔助線，PB之中垂線



 

L3、PD之中垂線 L4、PE之中垂線 L5，其中 L1、L2交於 A點，PE與
21O O 交於 M

點，PE與 L5交於 N點、L1與
21O O 交於 O點。 

 

公式推導： 

 設 AP d (0 d R  )、 BPC   ，

令 1 1OCB  、 21 2OOC  、

2 3O BC  、 1 2 4OO B  、
21O O 與

L3夾角= 5 。 

1. 
21 / /OO BC  1 2   又

43 / /L L  2 5  ，依對稱

原理可得 1 2 3 4 5      

2. 考慮 POM 與 2 MO N ， 2PMO O MN  且 2 90MPOM O N   

2~ NOM MP O (AA 相似)，故 1 2 3 4 5
2


       

3. 2PB BE    2 2P BO PB    ，考慮 2POO ，

2

3
2

2 2
OOP

 
    ，PO R d  、

2PO R ，
3

sin
2

R d

R

 
   

4. 設PB a ， 2 2PO B   ，根據餘弦定理得a2 = 2𝑅2 − 2𝑅2 cos 2𝜃 

5. 
2 2 2 31 1
sin 2 (1 cos 2 )sin 2 sin

2 2
PBC a R R        ，其中

3
sin

2

R d

R

 
  

 

特別地： 

1. d=0 時，意即兩圓重合，可視為一圓，此時
3 0

sin 1
2

R

R

 
  ， 60  ，

面積為 2 3 23 3
2 sin 60

4
PBC R R   ，與之前結論相同。 

2. d=R 時，意即兩圓互相外切，此時
3

sin sin 0
2


  ，三角形面積為 0，

無法形成三角形。 



 

3. d=(1 −
√3

2
)R 時，意即兩圓互相通過彼此圓心，此時

3 3
sin

2 2


 ， 40  ，

面積為 2 3 22 sin 40 0.5312PBC R R    

 

三、 延伸：探討最大內接四邊形面積 

 

(一) 內接任意四邊形最大面積 

    對於內接四邊形的最大面積，我們可將其考慮成四塊三角形進行觀察(如圖

十四)，將四邊形 ABCD 劃分成  AEB、  BEC、  CED、  AED，如同尋找內

接最大三角形時的作法，若能使三角形的面積盡量放大，則便可找到最大的內接

四邊形。 

如同觀察三角形的規律，我們先從  ABD 來看，則可發現當 A 逐漸向 P 點

移動時，其面積會有變大的趨勢，故形成較大四邊形 ABC，找到最大時 A 與 P

點重疊(如圖十五)，對於  BCD，則在 C 點與 Q 點重疊時找到最大值(如圖十六)。 

             
             (圖十四)                          (圖十五) 

           
(圖十六)                           (圖十七) 

     接著在分別看  PBQ 及  PDQ，則會得到最大圖形發生在AB̂ = 𝐵𝑄̂且

𝑃𝐷 =̂ 𝐷𝑄̂的情況下，此時為一菱形(如圖十七)。觀察各點若移動皆會使得面積縮

小，故兩交圓內接最大四邊形為一菱形，四點落在兩交點及其等分兩交點之間弧

的點上面。 

      

面積公式推導： 

令兩圓心𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑑 , 圓半徑= R 

1. ∵ 𝑂1𝐷̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑂2𝐵̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂1𝐷̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑂2𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  

= 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 2𝑅 

又∵ 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑑 

∴ BD̅̅ ̅̅ = 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ − 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 2𝑅 − 𝑑 

2. ∵ 𝑂1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑅 且 𝑂1𝐸̅̅ ̅̅ ̅ =
𝑑

2
     ∴ PE̅̅̅̅ = √𝑅2 −

𝑑2

4
 



 

3. 故    ABCD = (2R − d)√𝑅2 −
𝑑2

4
 

 

(二) 內接矩形最大面積探討 

    因為限制了四邊形的形狀(矩形)，故可以加以探討其面積，而因為對於內街

矩形來講，變數較三角形及菱形更為廣泛，在不同的長寬之間皆會影響面積的大

小變化，並非單一乘積的結果。故我們以下直接以平面座標系代入代數試驗： 

令兩圓心𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑑 , 圓半徑= R , ∠D𝑂1𝑂2 = 𝜃 

1. ∵ 𝑂1𝐸̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂1𝐷̅̅ ̅̅ ̅ × cos 𝜃 = 𝑅 cos 𝜃 

∴ AD̅̅ ̅̅ = 𝑂1𝐸̅̅ ̅̅ ̅ × 2 − 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2R cos 𝜃 − 𝑑   

 

2. CD̅̅ ̅̅ = 2 × 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 2 × 𝑂1𝐷̅̅ ̅̅ ̅ sin 𝜃 = 2𝑅 sin 𝜃 

 

3. ∴   ABCD = 2𝑅 sin 𝜃 (2R cos 𝜃 − 𝑑) 

 

結果相當的不規律，發現不是正方形，目前亦也找不到可循的規律所在。 

 

參、結論 

    從我們的研究結果中得出：兩大小相同的圓交集中，其會構成最大的三角形

為等腰三角形(如下左圖)，且頂角在兩交點的其中之一，其面積為𝟐𝑹𝟐𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽(其

中 R為圓半徑、𝜽為頂角角度)。而交集中的最大四邊形則是菱形(如下右圖)，其

中兩頂點為兩圓交點，另外兩點則落在兩交弧的中間點。 

 

     

 

 

 

 

 

 

至於兩交圓中最大的矩形我們還無法想出一個較佳的辦法計算出最大面積

及發生的情況，未來有機會將著手於此區塊，更希望將情況推廣到不一定相同的

兩圓相交所產生的圖形。 
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