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壹●前言 
 
一、研究動機 
 
  網路上有這樣的遊戲，有固定的圈圈個數，兩方玩家一次可以拿 1-3個圈圈，
一直下去，拿掉最後一個圈圈的人就輸了。我們發現，遊戲進行中，兩人依次所

拿的圈圈數會直接反映到這場遊戲的輸贏，也就是說，可以經由推算的結果來取

得勝利。因此，我們想對這方面有進一步的研究，也希望推廣至將圈圈依特殊形

狀排列，所拿圈圈必須相互連接時的情形。 
 
二、研究目的 
 
(一)在有限個圈圈(設定數目:1,2,3…)內，找出獲得勝利時的取走圈圈方法。 
(二)推廣至 n個圈圈時的方法。 
(三)再推廣至有 n個圈圈，且一次可拿走 1-m個圈圈時的方法(1<m<n)。 
(四)將圈圈排成特殊形狀，並限制拿取條件，找出獲得勝利時的取走圈圈方法。 
 
貳●正文 
 
一、討論有限個圈圈，且 1次可拿 1-3個 
    (設定 A先拿，試算 A贏的方法，且以表格代替圈圈) 
 
(一)4個圈圈 
以下列舉出所有可能情形 

 
 
 

  若 A只先拿走 1個或 2個，則 B下一次可以拿走 2個或 1個，如此一來就變
成 A輸了。所以如果有 4個圈圈時，A要一次拿走 3個才會贏。可以發現，AAAB
是唯一的一種可能。而我們可知，只要是先拿的人，必贏。 
 
(二)5個圈圈 

A B B B A 

 

A A B B A 

 

A A A B 



A A A B A 

從上圖可知，當圈圈數為 5時，不論 A先拿的是 1或 2或 3個，B可根據 A拿的
圈數拿 3或 2或 1個，使圈圈剩下最後一個，則 A必輸。故我們可發現，當圈圈
是 5個時，先拿的那個人必輸。 
 
(三)6個圈圈 

A B A A A B 
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A B B B A B 

經以上列舉，我們可以發現，只要 A是第一個拿，且拿的個數為 1個圈圈，不論
B接下來拿的是 1或 2或 3，A依照 B的圈數再行拿取，就必會是贏家。 
 

A A B B B A 

 

A A A B B A 

但是，我們又進一步的發現，若 A第一次拿了 2或 3個，B只要再拿 3或 2個，
就可以製造出剩下最後一個的情況，因此，A必輸。 
 
(四)7個圈圈 

A B      

當 A先下，B只下 1個時，狀況回到 5個圈圈 A先下時，因此 A必輸 

A B B     

當 A先下，B只下 2個時，狀況回到 4個圈圈 A先下時，因此 A必贏 

A B B B    

當 A先下，B只下 3個時，狀況回到 3個圈圈 A先下時，因此 A必贏 

A A      

當 A先下，且 A下 2個時，狀況回到 5個圈圈時，先拿的必輸，因此 A必贏 

A A A     



當 A先下，且 A下 3個時，狀況回到 4個圈圈時，因此 A必輸 
因此，當 A先拿時，A有主控權可以選擇要拿 1或 2或 3個，只要 A選擇第一次
拿 2個，使狀況變回 5個圈圈且 B先拿時，則 A必贏(當圈圈數為 5時，先拿的
人必輸)。 
 
二、有 n個圈圈，限定一次拿取數 
 
(一)一次可拿 1-3個圈圈 
從第一點的討論可以看出，其實在 6個圈圈及 7個圈圈時，討論都可以回到先前
4個圈圈和 5個圈圈的方法，意即只要 A有主控權時，只需要控制在剩下 5個圈
圈時，不要當先拿的那個人，就可以保證會獲得勝利。 
 
(二)一次可拿 1-4個圈圈 

A A A A B 

 

A B B B B A 

經過上面的討論後，我們發現，真正需要討論的只有 5個圈圈和 6個圈圈的情況，
其他繼續延伸的都可以藉由 A的控制回到 5或 6個圈圈的情形。因此，只要先拿
的 A拿到剩下 6個時，則 A必勝利(6個圈圈時，先拿的人必輸)。 
 
(三)一次可拿 1-m個圈圈 
由上述可知，若全部共有 m+1個圈圈時，A只要將前面 m個圈圈拿完，則 B必
輸。若全部共有 m+2個圈圈，只要 A拿 k個，則 B只要拿 m+1-k個即可使 A拿
到最後一個，則 A必輸。而若總共有 n個圈圈時，皆可以藉由 A的控制回到 m+1
或 m+2個圈圈的情形。因此，只要先拿的 A將圈圈拿到剩下 m+2個時，則 A必
勝利(m+2個圈圈時，先拿的人必輸)。 
 
三、遊戲中的等差數列 
在討論的過程中，我們又發現了一個有趣的規律 
 
(一)例子：當總共有 15個圈圈時 
若 A先拿走 2個，接下來只要 B拿 1個、A就拿 3個；B拿 2個、A就拿 2個；
B拿 3個、A就拿 1個，則最後會由 B拿走最後一個，即 A贏。 
 
(二)說明 
當圈圈數有 n=a(m+1)+b，0<b≦m+1，b≠1，先拿走 b-1個後，只要對方拿 k個，
自己只要拿 m+1-k個(k≦m)，不斷的進行 a次，最後就會剩下 1個，且輪到的是



對方，則可獲得勝利。 
其中，若 b=1時(前提建立在雙方都曉得此規律)，先拿的人必輸。 
 
(三)讓我們換個說法(以數字舉例) 
 
1.當有 15個圈圈，一次可拿 1-3個時。我們可以知道 15=3(3+1)+3，所以，先拿
走 2(3-1)個圈圈後，就可以依照上述做法進行拿取。這時候我們會發現，不論是
什麼樣的組合，贏家所拿的圈圈編號數(第一個圈圈為編號 1)一定會有
1,2,6,10,14。若我們撇開 1不計算，會發現，所拿圈圈的編號數呈現一等差數列
的形式，且公差為 3+1。 
 
2.當有 22個圈圈，一次可拿 1-4個時。我們可以知道 22=4(4+1)+2，所以，先拿
走 1(2-1)個圈圈後，就可以依照上述做法進行拿取。這時候我們會發現，不論是
什麼樣的組合，贏家所拿的圈圈編號數(第一個圈圈為編號 1)一定會有
1,6,11,16,21。若我們撇開 1不計算，會發現，所拿圈圈的編號數呈現一等差數列
的形式，且公差為 4+1。 
 
3.當有 21個圈圈，一次可拿 1-4個時。我們可以知道 21=4(4+1)+1，這時，因為
餘數已經是 1了，不論先拿的人拿了幾個，只要對方也知道這樣的方法，則控制
權就會變成在對方手上，則對方所拿的圈圈編號數(第一個圈圈為編號 1)一定會
有 5,10,15,20。因此第 21個(最後一個)必會被先拿的人拿到，因此先拿的人必輸。 
 
(四)總結上述討論 
 
1.有 N個圈圈，最少取圈數=1，最多取圈數=M，只要 N∕M的餘數≠1，則先拿

的人在遵守規律的方法下會獲得勝利。且我們可知道，他所拿的圈圈編號為一等

差數列 N-1,N-1-(M+1),N-1-2(M+1),……，公差為 M+1。 
 
2.當遊戲規則改變，最少取圈數不為 1時，也可以利用此規律去推估。 
 
叁●結論 

 
一、不論圈圈數為何，其實勝利與否的關鍵在於，能不能控制使得玩家拿走倒數 
  第二個圈圈，也就是說，留下最後一個圈圈給對方。 
二、若總圈圈數 n <一次可拿得最多圈圈數 m，則只要 A第一次拿時拿 n-1個圈 
  圈，則 A必勝。 
三、若總共有 n個圈圈，一次可拿 1-m個圈圈時，皆可以藉由先拿的人的控制 
    回到 m+1或 m+2個圈圈的情形。因此，只要先拿的人將圈圈拿到剩下 m+2 



   個且接下來拿的人是對方時，則必勝利。 
四、當圈圈數有 n=a(m+1)+b，0<b≦m+1，b≠1，先拿走 b-1個後，只要對方拿 
    k個，自己只要拿 m+1-k個(k≦m)，不斷的進行 a次，最後就會剩下 1個， 
    且輪到的是對方，則可獲得勝利。其中，若 b=1時，先拿的人必輸。 
五、有 N個圈圈，最少取圈數=1，最多取圈數=M，只要 N∕M的餘數≠1，則先 

    拿的人在遵守規律的方法下會獲得勝利。且我們可知道，他所拿的圈圈編號 

    為一等差數列 N-1,N-1-(M+1),N-1-2(M+1),……，公差為 M+1。而當 N∕M 

    的餘數=1時，先拿的人必輸。 
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