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壹、前言 
 

(一) 研究動機 
 

      寒假的到來是中學生一年中難得閒暇的時光，我們趁寒假去書局逛逛，偶 
  然翻到一個問題︰如何替百貨公司安排執勤的保全？10點鐘剛營業，11點鐘 

  吃飯時間開始，12點鐘尖峰時間……，每個時段所需人數不同，似乎就是我 

  們曾在網路上看過的「排程問題」。查了資料後，我們發現值班問題只是排程 
  問題眾多類型的其中一種。由於排程問題的種類五花八門，受到限制條件也不 
  盡相同，在我們的能力下，我們挑選其中一個深入，因此我們選了排班問題， 

  並想試著用更多元的思考模式來看待高中數學，不只是紙上談兵，而是日常生 

  活中處處都可應用的討論結果。 

 

  (二) 研究目的 

      

      1、設定一個可以解決排班問題的基本模型 
      2、透過模型探究排班問題需具備的條件，進而擁有解決執班問題的能力 
 
貳、正文 
     
    本研究探討的排程問題鎖定在「員工排班問題」，希望以最少人數完成目標
工作，題目會依據尖峰時段的忙碌程度指定每個時段所需的員工人數。為求公

平，每個員工一天中上班的總時數一樣。我們從最基本的情況，也就是每個時段

時間相同開始討論。  
 
    先簡述基本模型及符號定義，以
每天有 6個時段，每個時段所需要人
數分別是 1、3、2、6、4、5人為例，
我們定義總時段數為 n，每個時段所
需人數為 b，時段 i所需人數 bi，而

每個人所需負責的時段數量為 k，為
方便說明先以○A、○B、○C……分別表
示員工。整理如右表一。 
 
    為求方便，我們把每個員工所需
負責的 k個時段排在一起，並且發現
排成表格後員工就如同被分組一

般，分別是第一組○A、第二組○B○C、

表一 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

一 ○A        1 

二 ○A  ○B  ○C      3 

三  ○B  ○C      2 

四  ○B  ○C  ○D  ○E  ○F  ○G  6 

五    ○D  ○E  ○F  ○G  4 

六 ○A    ○D  ○E  ○F  ○G  5 
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第三組○D○E○F○G，如此一來我們變成探討
如何分配每組人數，第一組稱為 a1，第二

組稱為 a2，以此類推，所有符號整理如右

表二。 
     
    由表一發現，每 k個時段為一循環，
時段一和時段(k+1)、(2k+1)…(n-k+1)相加
後會等於時段二和時段(k+2)、
(2k+2)…(n-k+2)的和，以此類推。 
 
    而分組只是手法，所以一組的人數可
以是 0，如表一之例，我們還可以明顯看
出可透過更動時段排列以符合模型，如右

圖表三之排法。 
 
    換句話說，模型只需考慮每時段員工
數及如何分組，求出任一解即是解決所有

「每時段員工量」相同但不同順序之題目

之所有解，舉例如右表四是我們的初始想

法，第一組就是在第一時段出現。 
 
    後來透過更動時段的排列的方式，產
生表三，最後以數據化套用模型方式呈

現，如表五。而表五和表六算是相同的情

況，表示此模型具有一般性，換個方向思

考，解題時只需透過模型計算即可，算得

一種就能同時代表其調換順序後所有情

況。 
 
    有了模型之後，我們開始找當中的基
本性質，即判斷是否能找到符合模型的方

法。 
 

定理一：k｜∑
n

＝1i
ib ，為滿足最少人數的最 

基本條件，而∑
n

＝1i
ib 除以 k之商為最小人 

數。 

表二 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

1 a1 a2 a3 … am-1 am b1 

2 a2 a3 a4 … am am＋1 b2 

        

m am am＋1 am＋2 … a2m-2 a2m-1 bm 

        

n-m+1 an-m+1 an-m+2 an-m+3 … an-1 an bn-m+1 

n-m+2 an-m+2   … an a1 bn-m+2 

        

n an a1 a2 … am-2 am-1 bn 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

表三 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

二 ○A  0 ○B○C  3 

三 0 0 ○B○C  2 

四 0 ○D○E○F○G  ○B○C  6 

五 0 ○D○E○F○G  0 4 

六 ○A  ○D○E○F○G  0 5 

一 ○A  0 0 1 

                  

表四 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

二 ○A  0 ○B○C     3 

三  0 ○B○C  0   2 

四   ○B○C  0 ○D○E○F○G   6 

五    0 ○D○E○F○G  0 4 

六 ○A     ○D○E○F○G  0 5 

一 ○A  0    0 1 
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證明： 
     因時段 i所需人數＝bi，其中 i∈Ν，

故∑
n

＝1i
ib  為不同時段員工在不重複工作的

情況下所需的人數。然而從分組的角度看

的話，每組都負責 k個時段，而在這 k個
時段內員工皆不重複工作，此時共需 k(a1

＋a2＋a3＋……＋an)＝ ∑
n

＝1i
iak ＝∑

n

＝1i
ib ，因

∑
n

＝1i
iak Ν∈ ，故 k｜∑

n

＝1i
ib 。 

 
    根據上述需 k(a1＋a2＋a3＋……＋an)

＝ ∑
n

＝1i
iak ＝∑

n

＝1i
ib ，∑

n

＝1i
ib 除以 k＝a1＋a2＋

a3＋……＋an，即為本題所求最小人數。 
 
定理二：可透過每一組的人數調動來達到

指定人數，即 ai ±z，其中 i∈Ν，z∈Z。 
 
 
證明： 
     因為各組之間相互獨立，互不影響，
所以只要是同一組便可逕自加減人數。 
   
舉例： 
     設 m=3，n=6 (表七) 

 

    我們可以透過 a同加減讓每組的人數
更接近，來達到我們的目標。 
 
    例如我們先將 a1同加 5 (表八)，當然

我們也可以將 a6同減 4 (表九)或者是同時

將 a1加 6、a6減 3 (表十)。 
 
    如此一來，所需考量的量變少，在考
慮上會變得比較輕鬆，而透過這種看似簡

表六 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

三 0  0  2 2 

五 0 4 0 4 

六 1 4 0 5 

二 1 0 2 3 

一 1 0 0 1 

四 0 4 2 6 

表五 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

二 1 0  2 3 

三 0 0 2 2 

四 0 4 2 6 

五 0 4 0 4 

六 1 4 0 5 

一 1 0 0 1 

表七 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

一 0(a1) 1(a2) 0(a3) 1 

二 1(a2) 0(a3) 2(a4) 3 

三 0(a3) 2(a4) 0(a5) 2 

四 2(a4) 0(a5) 4(a6) 6 

五 0(a5) 4(a6) 0(a1) 4 

六 4(a6) 0(a1) 1(a2) 5 
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單的同加減無形中也把很多情況都算成同

一種了。 
 
    由於變數太多，我們開始思考其中的
關聯性，從大小、因倍數關係等等，最後

我們決定先著手減少變數，從 k＝m開始
作考慮。 
 
    定理三：當 k＝m時，無論 n多少皆
可達到最少人數(數量符合且排列不重
複)。 
 
 
證明： 
     (1)從表二看，總共 m×n個格子，假
設每一格就是一組的話即代表共 m×n組。 
     (2)但其實每 k組實際上才算一組，

所以總共只需要
k

mn
組，又 m＝k，故只需

k
mn
＝

k
kn
＝n組員工。 

     (3)當 m＝k時，照表二排法剛好排入
n組且填滿表格，因為 n組可分別置入 n
時段。 
 
定理四 
當 k＝m時，若 m｜n，則須滿足
b1+bm+1+b2m+1+…+bn-m+1=b2+bm+2+…+bn-m+2=…= 

bm+b2m+…+bn= ∑
n

＝1

1
i

ib
m

才有最少人數解。 

 
 
證明： 
     (1)由定義知: 

    a1+ a2+…+ am=b1 
    a2+ a3+…+ am+1=b2 

    an-m＋1+ a n-m＋2+…+ an=b n-m＋1 
    即 ai+ ai+1+…+ a i+m-1=bi 

表八 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

一 5(a1) 1(a2) 0(a3) 6 

二 1(a2) 0(a3) 2(a4) 3 

三 0(a3) 2(a4) 0(a5) 2 

四 2(a4) 0(a5) 4(a6) 6 

五 0(a5) 4(a6) 5(a1) 9 

六 4(a6) 5(a1) 1(a2) 10 

表十 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

一 6(a1) 1(a2) 0(a3) 7 

二 1(a2) 0(a3) 2(a4) 3 

三 0(a3) 2(a4) 0(a5) 2 

四 2(a4) 0(a5) 1(a6) 3 

五 0(a5) 1(a6) 6(a1) 7 

六 1(a6) 6(a1) 1(a2) 8 

表九 

時段 員工值班表 
每時段 

員工量 

一 0(a1) 1(a2) 0(a3) 1 

二 1(a2) 0(a3) 2(a4) 3 

三 0(a3) 2(a4) 0(a5) 2 

四 2(a4) 0(a5) 0(a6) 2 

五 0(a5) 0(a6) 0(a1) 0 

六 0(a6) 0(a1) 1(a2) 1 
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表十二 

時段 
每時段 

員工量 

每時段 

員工量 

一 a1 a2 a3 b1 

二 a1 a2 a4 b2 

三 a1 a3 a4 b3 

四 a2 a3 a4 b4 

             

       (其中 1≦i≦n-m+1，i∈Ν) 

     (2)每組工作經過 m個時段(此處 m=k)，即 a1＋a2＋a3＋……＋an= ∑
n

＝1

1
i

ib
m

 

     (3)由表一可看出，因為每組可視為連續工作經過 m個時段，故       

b1+bm+1+b2m+1+…+bn-m+1=b2+bm+2+…+bn-m+2=…=bm+b2m+…+bn= ∑
n

＝1

1
i

ib
m

 

    確定由表格可得到此結果，且由前述可知，可透過調整順序投入模型，故滿
足這個條件的必也可填成模型，完成最少人數解。 
 
    前面的討論為 k＝m情形，可以減少

一變數，為較簡單的情況，探討完之後

我們來看一下目前有的定理可以解決哪

些部分，以下是用定理一推出來的架構

圖，說明如下： 

(1)由於 k︱mn，所以 k必須滿足 k︱m或

k︱n，即不會出現 K  m且 K  n的情
況 
(2)前面所述的 K＝m，是滿足 k︱m之後
的結果，但只能算是特例，這時只剩下 K
≠m部分需要探討 
 
    在討論完 k＝m的情況後，我們來討

論 K≠m的情況，在舉例的過程發現定理
五。先看一下這個例子(k＝3，m＝6，n＝4，

表十一)很容易可以發現 a1到 a4的排列狀

況在 a5到 a8重複出現了，這時想像一下實

際情形，我們不會把分配到同一時段的員

工分成兩組，也就是說這樣的情形在現實

中不存在，會被視為只有 3組的狀況，如
右表十二。 
 
定理五 
不論 k與 m關係為何，皆可化為 k≧m之

型式，即化減後不存在 k＜m者。 

 
證明： 

     由架構圖可知，此處必滿足 k︱m，

圖一 

表十一 

時段 
每時段 

員工量 

每時段 

員工量 

一 a1 a2 a3 a5 a6 a7 b1 

二 a1 a2 a4 a5 a6 a8 b2 

三 a1 a3 a4 a5 a7 a8 b3 

四 a2 a3 a4 a6 a7 a8 b4 
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而這時每
[ ]

k
nm,
組會完成每時段需要 m組而全部 n時段的排班情況，也就是 a1、

[ ] 1  Ï,
k

nma 、 [ ] 1  Ï,2
k

nma ……與 [ ][ ] 1  Ï,1),(
k

nmnma − ，即是 [ ] 1  Ï,
k

nmqa  ( ),(1, nmqNq ≤≤∈ )可併為 a1，

a2、 [ ] 2 Ï,
k

nma 、 [ ] 2 Ï,2
k

nma ……與 [ ][ ] 2  Ï,1),(
k

nmnma − ，即是 [ ] 2  Ï,
k

nmqa  ( ),(1, nmqNq ≤≤∈ )可併

為 a2，……，ak， [ ] k  Ï,
k

nma 、 [ ] k  Ï,2
k

nma ……與 [ ][ ] k Ï,1),(
k

nmnma − ，即是 [ ] k Ï,
k

nmqa  

( ),(1, nmqNq ≤≤∈ )可併為 ak。 

 

    換句話說，只要 k＜m，m-k＞0，這時無論 m比 k大多少，皆可併入 a1到 ak，

ak＋1開始者在現實生活中不被視為各自不同的組。 

 

註 1： [ ]nm, 為 m、n之最小公倍數， ),( nm 為 m、n之最大公因數 

註 2： [ ][ ] k Ï,1),(
k

nmnma − 即為 mna 。 

 
    很明顯可知道，如定理五可以合併，也就是在實際情形只被認為以一組員工。 

     

    這時，我們看著表格以為每一組所需負責時段剛好可以整除所有時段數，所

以根本不需要去討論組別之間要怎麼排，因為不用利用分組使其重疊的方式來達

到每組負責時段一樣的問題，但突然發現這個模型其實是建構在 b為變數之情況

下，當一個題目出現的時候，變數不是 b或 n或 k而是只有 m，換言之，我們要

去設計一個適合的排班來解決問題，可是如前面五個定理所述，要完成排班的限

制條件很多，因此我們只能設計一個模型以求達最少次數解，而這個模型同時要

滿足這些定理，才能達最少次數解。 

 

参、結論 

 

    由上述的研究過程，我們發現了如果要將模型化到最簡，可以利用設置變數
m時候設為 m=k的手法減少變數，這樣題目中就不存在變數而是變成我們要怎
麼分配 an去滿足題目的敘述了，那題目的類型也從前面提過的樹狀圖分類(圖一)

只會二分為是否整除 n，表示我們可以利用簡單的模型去完成各類題目。 
    本研究利用設立模型的手法，將排班問題具象化、表格化，並非以實例帶入
討論之方式，希望將排班問題用有系統的方式呈現。 
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