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壹●前言 

 

由一位主持人唸出號碼，若該號碼存在於一位玩家的賓果盤上，那麼該號碼

將可被圈起來。而首先出現 5 個號碼連成一直線的玩家將勝利。像這樣子的賓果

遊戲是為大眾所知的。但直到最近的某一局賓果遊戲結束後，賓果盤上出現了不

可思議的事情：剩餘未被選中的數字中，只要任一個數字被選中，即有至少一條

連線出現，除此之外賓果盤上未存在任何一條連線。由於這種令人錯愕的盤面引

起了心中的小小怒火，於是想藉由尋找類似的盤面來發洩心中的不滿。 

 

在經過仔細的思索求證，以及與其他老師的討論後，最初的目標終於有了一

個結論。 

 

貳●正文 

 

一、 問題解說與研究目標 

 

對於一個 5*5 的賓果盤，若發生了「前言」所敘述的狀況，則該盤面將有以

下特色： 

1. 該賓果盤上沒有出現任何一條連線(包括直線、橫線、對角線，且該線

上沒有被任何空格占據) 

2. 該賓果盤上剩餘未被圈選的數字中，任何一個數字若再被選中，則盤面

上立即出現至少一條連線(包括直線、橫線、對角線，且該線上沒有被

任何空格占據) 

我們將此特色稱為「臨界條件」。 

 

而在一個賓果盤上，一條連線是否出現，僅與該「位置」是否被選中有關，

而與「該位置上的數字」無關。因此，在討論以上情況時，只需探討一個位置選

中與否和連線的關係，而不用去在意該位置上被哪個數字占據。 

 

因此，任取一種 5*5 賓果盤上的「臨界條件」，即可用以下的圖示座標化後

表達(如圖一、圖二)： 
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在圖一與圖二中，雖然兩者同樣都是「臨界條件」，但是所包含的空格數不

同。 

 

考慮到當一局賓果盤進行到某一個時間點時，應念出 n 個數字，並且假設每

個數字被念出的機率是相同的。那麼，當主持人隨機念出下一個數字時，盤面上

有越多空格的賓果盤，該盤上又有一個空格被選中的機率越高。 

 

因此，在所有的「臨界條件」中，若再給一次念出一個數字的機會，盤面上

存在越多空格的賓果盤，出現一條連線的機率將越高。因此，將所有「臨界條件」

中，擁有最多空格數的賓果盤，將該情況稱為「極限臨界條件」。 

 

由於處在「極限臨界條件」下的賓果盤，是所有「臨界條件」中，即將出現

一條連線的機率最高的情況，若賓果遊戲就在此結束，絕對令我哭笑不得。於是，

本次研究將要尋找的目標為： 

 

當發生「極限臨界條件」時，該賓果盤上將會存在多少個空格。 

 

二、 尋找極限臨界條件 

 

（一）由何處下手： 

 

一個 5*5 賓果盤上，包含著各種是否被圈選的位置，以及由各個位置連接而

成的線(包含直線、橫線、對角線共 12 條)。因此可以考慮從「線對於空格的關

係」或是「空格對於線的關係」去尋找規律。 

 

(1)：由線為主去尋找關係： 

首先我們將賓果盤上所有的線以及位置如右

圖三表示： 

 

其中： 
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以線為基準去看的話，則為了符合「臨界條件」，各個線將有下列特徵： 

1. 所有線包含的位置中，皆至少包含到一個空格 

2. 若賓果盤上有總共 n 個空格，則至少有 n 條線，僅包含到一個空格。 

 

一步一步討論：先僅以可形成的連線數量討論。假設每條線上的位置皆

未被其他線重複包含(也就是任 2 條線的交集為空集合)，則在「極限臨界條

件」下，n 將不大於 5*2+2，即賓果盤上所有可能連線數量。 

 

再考慮到實際任意線的交集並非空集合，則須把線分組討論，並且還需

定義哪個線包含的哪個空格對應到哪個線上。由於此種做法已相當於是處理

單個空格的方法，以線為主來做處理不易。故將此段做個初步結論，並且從

另一個方面去尋找關係。 

 

 此段總結：對於一個 5*5 的賓果盤，「極限臨界條件」包含的空格

數不超過 5*2+2 個，即賓果盤上所有可能連線數量。(推論一) 

 

(2)：由空格位置為主去尋找關係： 

  

繼續使用圖三，其中有 25 個位置可形成空格。將 L1~L5、M1~M5 做為

賓果盤的坐標來看。對於一個空格 P，以下列方式表達： 

 

P(M , L , N1 , N2) 

 

當 P 的 L 坐標 = P 的 M 坐標時，N1 對角線將出現在上述 P 的表達式

裡。同樣，當 P 的 L 坐標 + P 的 M 坐標 = 5+1 = 6 時，N2 對角線將出現在

上述 P 的表達式裡。 

 

以此為基準去分析的話，為了符合「臨界條件」，每個空格將有下列特

徵： 

1. 在所有存在於盤面上的空格中，所有的 L、M、N 必須至少出現一

次。 

2. 每個空格內的坐標，需要包含至少一個只出現一次的 L 或 M 或 N。 

 

若根據特徵一及特徵二取其極值，使每個空格盡量只占到一條僅包含一

個空格的線，如此可增加盤面上的空格數。並且假設這是可達成的，那麼「極
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限臨界條件」下的空格數即為盤面上僅包含一個空格的線的數量。故以此尋

找「極限臨界條件」下的空格數。(想法一) 

 

若以空格為主，尋找「極限臨界條件」下的空格數，則可遞進地一個一

個將空格加入賓果盤中，並且每加入一個空格檢查一次條件，直到無法再加

入為止。以此可方便尋找「極限臨界條件」下賓果盤上擁有的空格數。 

 

（二）實做尋找(以空格為主)： 

 

 由於對角線在賓果盤上屬於較特殊的連線，因此先從「不考慮對角線」的情

況下去推究，結束後再由推究的結果基礎上，考慮對角線繼續推究。 

 

(1)：不考慮對角線： 

 

 首先由第一個特徵做起。由於一個空格占有橫線、直線各一條，因此一

個 5*5 賓果盤上，為了符合第一個特徵，需要至少 5 個點：橫線、直線各 5

條，分別只給一個空格使用(見下圖四，黑圈處代表空格)： 

 

 

 

 檢查特徵二，每個空格內的坐標，皆包含了 2 個只出現過一次的線段，

已足夠滿足特徵二。 

 

 接著嘗試隨意增加一個空格 P’。由於 5 條橫線 M 及 5 條直線 L 皆已被

占用一次，並且一個 P’需要 2 個坐標。因此，若再加入一個 P’(如圖五，以

紅圈表示)，這個 P’將使其中 2 條線上出現 2 個空格，並且 P’本身無法滿足

特徵二。 
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 為了能讓盤上的空格符合特徵二，需要移動盤面上的空格。 

 

 若移動 P’，則移動後的結果相當於一開始就在該處設置 P’(P’是隨意設

置的)，何況上述已表明，盤面上無法滿足特徵二的即是任意增加的 P’本身。

因此，必須移動其他空格以使 P’能滿足特徵二。(想法二) 

 

 如下圖六，即移動(M4 , L4)至(M4 , L5)以讓 P’能有至少一條只出現過一

次的坐標。(也可移動(M2 , L3)，此處以(M4 , L4)舉例) 

 
 移動(M4 , L4)點至(M4 , L5)後，同時也更換了被 2 個或以上的空格占據

的連線(M2 仍然被 2 個空格占據，但 L4 的第二個空格換到 L5)。雖然該盤

面滿足了第二個特徵。但是對於 L1~L5 來說，必須把 5 個坐標分給 6 個點，

一個點一個坐標，因此必然有其中一個坐標需要給 2 個空格使用，即該線被

2 個空格占據。M1~M5 亦然。 

 

因此，就算移動空格，使盤面符合特徵二，在加入第 6 個點後，盤面上

必然有 2 條線被 2 個點占用。根據推論一，並且暫時不考慮對角線的情況下，

「極限臨界條件」可能包含的最大空格數為 5*2 個，但是目前已確定，當空

格數大於 5 時，至少有 2 條線被 2 個點占據。因此，根據想法一及推論一的

可能最大空格數下修至 5*2-2 個。 
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根據想法一，盡量只讓一個空格占據到一條只有一個空格的連線。因此

繼續增加空格時，盡量不使只被一個空格占據的線數量減少。以此繼續加入

一個點 P”(先前的 P’將換為黑色標記，P”將使用紅色標記，如圖七)，將加入

在已被 2 個點占據的線 M2 或 L5 上： 

 

(M2 , L1)不符合條件，根據想法二移動(M1 , L1)至已被 2 個空格占據的

L5 上(如圖八)： 

 

 接著再置入 P’’’(如圖九及圖十)： 
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 如此已經達到了 5*2-2 = 8 的空格數。那麼若要再增加一個 P””呢? 

 

 由於被兩條或以上的空格占據的M2及L5只剩下一個位置，也就是(M2 , 

L5)，該位置若再放入空格，將無法使其符合特徵二。同樣，若要放在其他

位置，一來在不移動其他空格的情況下是無法滿足特徵二；二來沒有任何一

個空格能在加入 P””後，還能移動到其他能滿足特徵二的位置。 

 

故由此得到總結： 

 

不考慮對角線的 5*5 賓果盤，「極限臨界條件」下存在的空格數為 5*2-2=8

個。(推論二) 

 

(2)：考慮對角線： 

 

 由推論二及其圖考慮，若要再加入一個 P””，使「極限臨界條件」的可

能空格數再增加，P””至少需滿足下列條件： 

1. 不可占用到其他空格的僅有一個空格占據的線。 

2. 兩條被 2 個以上空格占據的線的交點坐標，再考慮對角線後變成一

個可行的位置。 

 

對於條件 1 的可能性，與是否有考慮對角線無關。因為占用的線屬於橫

線或直線，若 1 可行，則不考慮對角線時的 1 也可行，如此在推論二時應該

再多個空格出來。但實際上是無法做到的，因此條件 1 不可行。 

 

因此唯一的機會則是該交點坐標。若該交點坐標在對角線上，則該點可

再挖出一個空格，使其滿足特徵二。因此嘗試把該交點移至對角線上(如圖

十一): 

 

 交點(M2 , L4)位在對角線 N2 上。考慮對角線後，將 P””空格放置於該

坐標，則它占用了一條對角線 N2。並且 N2 上只有該空格存在(如圖十二): 
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因此得到總結： 

 

一個 5*5 的賓果盤上，「極限臨界條件」下的空格數量，將存在 9 個。 

 

三、推廣 

 

由想法一及推論一，推導出的理論最大空格數為 5*2-2，其中(-2)為減去被 2

個或以上的空格占用的線數量。至於 5*2 中的 5 即為賓果盤的大小(邊長 5 格)，

*2 為一個方形盤面有直線、橫線 2 種。 

若不限制賓果盤的大小為 5，而可為任意自然數，則檢查上式發現：上述的

(-2)及(*2)都不隨賓果盤的大小而改變。因此嘗試將 5 代換成其他任意自然數 n，

並且以前述的步驟尋找「極限臨界條件」後，發現了一件事情： 

 

在任意自然數 n 下(除了 n=1)，皆可使用前述的步驟尋找「極限臨界條件」 

且「極限臨界條件」下的空格數 = n*2-2 , 相當於將 5 代換成任意自然數 n 

(註：此式在 n=1 時不成立，因直線和橫線包含的範圍完全一樣) 

 

考慮到對角線後，空格數固定增加 1 個。因此，一個方形，邊長有 N 格的

賓果盤，考慮到對角線的情況，該盤的「極限臨界條件」下的空格數將是： 

 

n*2-1 

(該式的 n 在任何自然數情況下皆成立) 

 

參●結論 

 

一、 總整理 
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對於一個 5*5 的賓果盤，在不考慮對角線可形成連線的情況下，若該盤形成

「極限臨界條件」，則該盤上將存在有 8 個空格。 

 

而若是考慮到可形成對角連線，那麼「極限臨界條件」下的空格數將再多一，

即有 9 個空格存在於盤面上。 

 

若將該情況做推廣，賓果盤不固定為 5*5 大小，而是任意自然數 n*n 大小，

則同樣可經由前述推導過程，找出「極限臨界條件」，並且將得到 n 與「極限臨

界條件」下的空格數關係： 

 

空格數 = n*2-2(不考慮對角線形成連線的情況) 

空格數 = n*2-1(考慮對角線形成連線的情況) 

 

二、 心得 

 

終於找出了所謂的「極限臨界條件」，也就是設想賓果盤上可能發生的最令

人哭笑不得的情況。雖然在推證過程曾經陷入膠著而無法繼續下去，但最終找到

了想要的結果，並且得到了在推證過程中出現的想法及方法。並且最重要的是，

心情因此發洩而舒坦了許多。 
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