
 

 

高雄中學 108學年度數學科學科能力競賽初試第一階段試題 

 

★說明：試題分為兩部分。第一部分為填充題，請將答案填入答案欄；第二部分 

              為計算證明題，請將作答過程填寫在題目底下空白作答卷上。請用黑色 

              或藍色原子筆作答，否則扣總成績 10 分. 

 

一、填充題 ( 共 15 題，每題 8 分，共 120 分) 

 

 1. 設 𝑛 為正整數，若 1+ 2+ 3+⋯+ 𝑛 的和是一個各位數字均相同的三位數，求所有可能的 𝑛 值. 

 2. Δ𝐴𝐵𝐶 中，已知 cos𝐴, cos𝐵 為方程 5𝑥
2
− 3𝑥− 1 = 0 的兩根，求 tan𝐴tan𝐵 的值. 

 

 3. 設數列 < 𝑎
𝑛
>滿足對任意正整數 𝑛，都有 𝑎

1
+ 𝑎

2
+⋯+ 𝑎

𝑛
= 𝑛

3
，求 

1

𝑎2−1
+

1

𝑎3−1
+⋯+

1

𝑎108−1
 的值. 

 

 4. 一個分數 
𝑞

𝑝
 ( 𝑝, 𝑞 ∈ ℕ  ) 的小數表示為 0.2019⋯⋯，求 𝑝 的最小值. 

 

 5. 求方程式 𝑥
2
+ 9𝑥− 7 = 6 𝑥

3
− 1 所有實根的乘積. 

 

 6. 設 𝑎
𝑛

 為 log
2
𝑛, log

3
𝑛,⋯ , log

2019
𝑛 中，對數值為整數的個數，求  𝑎

𝑛

2019

𝑛=1
 的值. 

 

 7. 設 𝐴𝐵𝐶𝐷 為圓內接四邊形，若 𝐴𝐶 ⊥ 𝐵𝐷，𝐴𝐵+ 𝐶𝐷 = 18，𝐵𝐶+ 𝐴𝐷 = 21，求四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積的最大值. 

 8. Δ𝐴𝐵𝐶 中，已知 𝐴𝐶 = 6，𝐵𝐶 = 17，若 tan
𝐴

2
tan

𝐶

2
=

2

3
，試求 𝐴𝐵 的長. 

 

 9. 已知 𝑎, 𝑏 為相異實數，滿足 {
𝑎
3
= 3𝑎𝑏

2
+ 11

𝑏
3
= 3𝑎

2
𝑏+ 2

，求 𝑎
2
+ 𝑏

2
 的值 

 

 10. 平面上有 108 個三角形，最多可以將平面分成多少個區域？ 

 

註解 [1]:  

數論 

出處：2019新疆預賽 

註解 [2]:  

代數 

出處：2019全國聯賽 B卷 

註解 [3]:  

代數 

註解 [4]:  

數論 

出處：單墫 我怎樣解題 P201 

註解 [5]:  

代數 

出處：國際數學奧林匹克－香港選

拔賽初賽 2018 

註解 [6]:  

出處：2019中等數學第三期 2018中

國數學奧林匹克希望聯盟夏令營(三) 

註解 [7]:  

幾何 

出處：108桃園聯招教甄題、邹生書

公眾號亦有(9/12) 

註解 [8]:  

出處：國際數學奧林匹克－香港選

拔賽初賽 2019 

註解 [9]:  

複數解最快 

註解 [10]:  

出處：陳題，國際數學奧林匹克－

香港選拔賽初賽 2019 



 

 

 11. 空間中，已知三個半徑為 1 的球互相外切，且每個球都同時與另兩個半徑為 𝑟 的球外切，若這兩個半徑為 𝑟 的球也互相

外切，求 𝑟 的值. 

 

 12. 若實數 𝜃 滿足 log
cos𝜃

32 = log
(cos𝜃+2sin𝜃)

108= log
sin𝜃

48，求 cot𝜃 的值. 

 

 13. 已知 𝑥,𝑦 為正實數，且 
8

𝑥
2
+

1

𝑦
= 1，求 𝑥+ 𝑦 的最小值. 

 

 14. 設 𝑝 為大於 2 的質數，且 𝑝 ∣ 2019
8
+ 1，求 𝑝 的最小值. 

 15. 投擲三顆公正骰子，求這三顆骰子中有兩顆骰子出現的點數和等於 7 的機率. 

二、計算證明題 ( 共三題，每題 20 分，共 60 分 ) 

 

 1. 若 𝑎, 𝑏, 𝑐 為有理數，且  𝑎+ 𝑏+ 𝑐 也是有理數，證明： 𝑎,  𝑏,  𝑐 都是有理數. 

 2. 設 𝑛 為正整數，證明：1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+⋯+

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛
>

2𝑛

3𝑛+2
 

 

 3. 如右圖，設 𝐻 是 Δ𝐴𝐵𝐶 的垂心，𝐷 為 𝐵𝐶 中點，過 𝐻 且垂直 𝐷𝐻 的直線分別交 

𝐴𝐵，𝐴𝐶 於 𝐸,𝐹 兩點， 

求證：𝐻 為 𝐸𝐹 的中點 

 

 

 

 

 

 

 

高雄中學 108學年度數學科學科能力競賽初試第一階段試題作答卷 

 

★說明：第一部分為填充題，請將答案填入答案欄；第二部分為計算證明題，請將 

              作答過程填寫在題目底下空白作答卷上。請用黑色或藍色原子筆作答，否 

              則扣總成績 10 分. 

註解 [11]:  

出處：學數學   全國高中數學聯賽

模似題精選 第 18回 

註解 [12]:  

出處：學數學   全國高中數學聯賽

模似題精選 2018秋季賽 

註解 [13]:  

出處：邹生書公眾號群題 

2019.08.28 

註解 [14]:  

出處：2019AIME  

註解 [15]:  

出處：中等數學 2008第七期數奧高

中訓練題 

 

註解 [16]:  

幾何 

出處：小數君精選 15套高聯全真模

似題第 15回 



 

 

一、填充題 ( 共 15 題，每題 8 分，共 120 分) 

 

 

填 1.  

 

填 2. 

 

填 3. 

 

填 4. 

 

填 5. 

 

填 6. 

 

填 7. 

 

填 8. 

 

填 9. 

 

填 10. 

 

填 11. 

 

填 12. 

 

填 13. 
 

 

填 14. 

 

填 15. 

 

 

 

 

二、計算證明題 ( 共三題，每題 20 分，共 60 分 ) 

 1. 若 𝑎, 𝑏, 𝑐 為有理數，且  𝑎+ 𝑏+ 𝑐 也是有理數，證明： 𝑎,  𝑏,  𝑐 也是有理數. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 2. 設 𝑛 為正整數，證明：1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+⋯+

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛
>

2𝑛

3𝑛+2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 3. 如右圖，設 𝐻 是 Δ𝐴𝐵𝐶 的垂心，𝐷 為 𝐵𝐶 中點，過 𝐻 且垂直 𝐷𝐻 的直線分別交 

𝐴𝐵，𝐴𝐶 於 𝐸,𝐹 兩點， 

求證：𝐻 為 𝐸𝐹 的中點 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

高雄中學 108學年度數學科學科能力競賽初試第一階段試題答案卷 

 

★說明：第一部分為填充題，請將答案填入答案欄；第二部分為計算證明題，請將 

              作答過程填寫在題目底下空白作答卷上。請用黑色或藍色原子筆作答，否 

              則扣總成績 10 分. 

一、填充題 ( 共 15 題，每題 8 分，共 120 分) 

 



 

 

 

填 1.            36 

 

填 2.           − 7 

 

填 3.             
107

324
 

 

填 4.             104 

 

填 5.           17 

 

填 6.            4104 

 

填 7.              81 

 

填 8.             13 

 

填 9.            10 

 

填 10.          34670 

 

填 11.             
1

6
 

 

填 12.       送分 

 

填 13.          6 

 

填 14.            97 

 

填 15.            
5

12
 

 

 

 

 

二、計算證明題 ( 共三題，每題 20 分，共 60 分 ) 

 1. 若 𝑎, 𝑏, 𝑐 為有理數，且  𝑎+ 𝑏+ 𝑐 也是有理數，證明： 𝑎,  𝑏,  𝑐 也是有理數. 

 2. 設 𝑛 為正整數，證明：1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+⋯+

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛
>

2𝑛

3𝑛+2
 

 3. 如右圖，設 𝐻 是 Δ𝐴𝐵𝐶 的垂心，𝐷 為 𝐵𝐶 中點，過 𝐻 且垂直 𝐷𝐻 的直線分別交 

𝐴𝐵，𝐴𝐶 於 𝐸,𝐹 兩點， 

求證：𝐻 為 𝐸𝐹 的中點 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

高雄中學 108學年度數學科學科能力競賽初試第一階段試題詳解 

 

一、填充題 

 1. 設 𝑛 為正整數，若 1+ 2+ 3+⋯+ 𝑛 的和是一個各位數字均相同的三位數，求所有可能的 𝑛 值. 

答案：36 

解：設 1+ 2+ 3+⋯+ 𝑛 =
𝑛(𝑛+1)

2
= 𝑎𝑎𝑎 = 𝑎 × 111 = 𝑎 × 3 × 37，則 𝑛(𝑛+ 1) = 𝑎 × 6 × 37 

       𝑛,𝑛+ 1 為連續正整數，故 𝑎 = 6，因此，𝑛 = 36。  

 2. Δ𝐴𝐵𝐶 中，已知 cos𝐴, cos𝐵 為方程 5𝑥
2
− 3𝑥− 1 = 0 的兩根，求 tan𝐴tan𝐵 的值. 

答案：− 7 

解：由根與係數知 cos𝐴+ cos𝐵 =
3

5
，cos𝐴cos𝐵 = −

1

5
，而 

       (sin𝐴sin𝐵)2 = (1− cos
2
𝐴)(1− cos

2
𝐵) = 1− cos

2
𝐴− cos

2
𝐵+ cos

2
𝐴cos

2
𝐵 

                              = (1+ cos𝐴cos𝐵)2 − (cos𝐴+ cos𝐵)2 = (
4

5
)2 − (

3

5
)2 =

7

25
 

        因為 sin𝐴, sin𝐵 均為正，所以 sin𝐴sin𝐵 =
 7

5
 

        因此，tan𝐴tan𝐵 =
sin𝐴sin𝐵

cos𝐴cos𝐵
= − 7 

 3. 設數列 < 𝑎
𝑛
>滿足對任意正整數 𝑛，都有 𝑎

1
+ 𝑎

2
+⋯+ 𝑎

𝑛
= 𝑛

3
，求 

1

𝑎2−1
+

1

𝑎3−1
+⋯+

1

𝑎108−1
 的值. 

答案：
107

324
 

解：由題意知 𝑎
𝑛
= 𝑛

3
− (𝑛− 1)

3
= 3𝑛

2
− 3𝑛+ 1，

1

𝑎𝑛−1
=

1

3𝑛
2
−3𝑛

=
1

3
⋅  

1

𝑛−1
−

1

𝑛
  

       所求 = ∑
𝑛=2

108
1

3
 
1

𝑛−1
−

1

𝑛
 =

1

3
 
1

1
−

1

108
 =

107

324
 

 4. 一個分數 
𝑞

𝑝
 ( 𝑝, 𝑞 ∈ ℕ  ) 的小數表示為 0.2019⋯，求 𝑝 的最小值. 

答案：104 

解：因為 0.2019 <
𝑞

𝑝
，故 𝑝 <

𝑞

0.2019
<

𝑞

0.2
= 5𝑞 ⇒ 𝑝 ≤ 5𝑞 − 1。由題意知 

       
𝑞

𝑝
< 0.2020 ⇒ 𝑞 ≤ (5𝑞− 1) × 0.2020 ⇒ 1000𝑞 ≤ (5𝑞− 1) × 202，可得 𝑞 ≥

202

10
= 20.2，即 𝑞 ≥ 21 

       而 𝑝 >
𝑞

0.2020
≥

21

0.202
= 103.96⋯，即 𝑝 ≥ 104，因此 𝑝 的最小值為 104 



 

 

 5. 求方程式 𝑥
2
+ 9𝑥− 7 = 6 𝑥

3
− 1 所有實根的乘積. 

答案：17 

解：原方程式可改寫為 (𝑥
2
+ 𝑥+ 1) + 8(𝑥− 1) = 6 (𝑥− 1)(𝑥

2
+ 𝑥+ 1)，令 𝑎 =  𝑥− 1，𝑏 =  𝑥

2
+ 𝑥+ 1 

       則 𝑏
2
− 6𝑎𝑏+ 8𝑎

2
= 0⇒ 𝑏 = 2𝑎 或 𝑏 = 4𝑎 

       𝑏 = 2𝑎 ⇒  𝑥
2
+ 𝑥+ 1 = 2 𝑥+ 1 ⇒ 𝑥

2
− 3𝑥+ 5 = 0，此方程沒有實數解 

       𝑏 = 4𝑎 ⇒  𝑥
2
+ 𝑥+ 1 = 4 𝑥+ 1 ⇒ 𝑥

2
− 15𝑥+ 17 = 0，此方程有兩個實數解 

       因此，原方程式有所有實根乘積為 17 

 6. 設 𝑎
𝑛

 為 log
2
𝑛, log

3
𝑛,⋯ , log

2019
𝑛 中，對數值為整數的個數，求  𝑎

𝑛

2019

𝑛=1
 的值. 

答案：4104 

解：  𝑎
𝑛

 為 log
2
𝑛, log

3
𝑛,⋯ , log

2019
𝑛 中對數值為整數的個數， 

         令 𝑏
𝑚

 為 log
𝑚
1, log

𝑚
2,⋯ , log

𝑚
2019 中對數值為整數的個數，則 ∑

𝑛=1

2019

𝑎
𝑛
= ∑

𝑚=2

2019

𝑏
𝑚

 

         𝑏
2
= 11，𝑏

3
= 7，𝑏

4
= 6，𝑏

5
= 𝑏

6
= 5，𝑏

7
= 𝑏

8
=⋯ = 𝑏

12
= 4，𝑏

13
= 𝑏

14
=⋯= 𝑏

44
= 3 

         𝑏
45

= 𝑏
46

=⋯ = 𝑏
2019

= 2 

         因此， ∑
𝑛=1

2019

𝑎
𝑛
= ∑

𝑚=2

2019

𝑏
𝑚
= 11+ 7+ 6+ 2× 5+ 6× 4+ 32× 3+ 1975× 2 = 4104 

 7. 設 𝐴𝐵𝐶𝐷 為圓內接四邊形，若 𝐴𝐶 ⊥ 𝐵𝐷，𝐴𝐵+ 𝐶𝐷 = 18，𝐵𝐶+ 𝐴𝐷 = 15，求四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積的最大值. 

答案：81 

解：設 𝑆 為四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積，則 𝑆 =
1

2
𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷。因為 𝐴𝐵𝐶𝐷 為圓內接四邊形，由托勒密定理得 

       𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷+ 𝐴𝐷 ⋅ 𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷。而 𝐴𝐶 ⊥ 𝐵𝐷，可得 𝐴𝐵
2

+ 𝐶𝐷
2

= 𝐴𝐷
2

+𝐵𝐶
2

 

       再由題意可得 

       18
2
= 𝐴𝐵

2

+ 𝐶𝐷
2

+ 2𝐴𝐵 ⋅𝐴𝐶，15
2
= 𝐴𝐷

2

+𝐵𝐶
2

+ 2𝐴𝐷 ⋅𝐵𝐶，將兩式相加得到 

       18
2
+ 15

2
= 2(𝐴𝐷

2

+𝐵𝐶
2

) + 4𝑆 

                         ≥ (𝐴𝐷+ 𝐵𝐶)2 + 4𝑆 = 15
2
+ 4𝑆 

       於是，4𝑆 ≤ 18
2
，𝑆 ≤ 81 

       當 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 =
15

2
 時，等號成立. 

 8. Δ𝐴𝐵𝐶 中，已知 𝐴𝐶 = 6，𝐵𝐶 = 17，若 tan
𝐴

2
tan

𝐶

2
=

2

3
，試求 𝐴𝐵 的長. 

答案：13 

解：如右圖，設 Δ𝐴𝐵𝐶 的內切圓半徑為 𝑟，𝐷,𝐸,𝐹 為內切圓與三邊的切點 



 

 

       設 𝐴𝐸 = 𝐴𝐹 = 𝑥，𝐶𝐸 = 𝐶𝐷 = 𝑦，𝐵𝐷 = 𝐵𝐹 = 𝑧， 

       則 𝑥+ 𝑦 = 6，𝑧+ 𝑦 = 17，由題意 tan
𝐴

2
tan

𝐶

2
=

2

3
=

𝑟

𝑥
⋅
𝑟

𝑦
 ⇒ 𝑟

2
=

2

3
𝑥𝑦 

       𝑆Δ𝐴𝐵𝐶
=  (𝑥+ 𝑦+ 𝑧)𝑥𝑦𝑧 = 𝑟 ⋅ (𝑥+ 𝑦+ 𝑧)，兩邊平方化簡得 

       𝑥𝑦𝑧 = 𝑟
2
(𝑥+ 𝑦 + 𝑧) =

2

3
𝑥𝑦(𝑥+ 𝑦+ 𝑧)，所以 𝑧 = 2(𝑥+ 𝑦) = 12，𝑦 = 5，𝑥 = 1 

       因此，𝐴𝐵 = 𝑥+ 𝑧 = 13 

 9. 已知 𝑎, 𝑏 為相異實數，滿足 {
𝑎
3
= 3𝑎𝑏

2
+ 11

𝑏
3
= 3𝑎

2
𝑏+ 2

，求 𝑎
2
+ 𝑏

2
 的值. 

答案：5 

解：[ 解法一 ] 

        (𝑎
3
− 3𝑎𝑏

2
)2 = 𝑎

6
− 6𝑎

4
𝑏
2
+ 9𝑎

2
𝑏
4
= 121，(𝑏

3
− 3𝑎

2
𝑏)2 = 𝑏

6
− 6𝑎

2
𝑏
4
+ 9𝑎

4
𝑏
2
= 4，兩式相加得 

        𝑎
6
+ 3𝑎

4
𝑏
2
+ 3𝑎

2
𝑏
4
+ 𝑏

6
= (𝑎

2
+ 𝑏

2
)
3
= 125，因此 𝑎

2
+ 𝑏

2
= 5 

        [ 解法二 ] 

        考慮複數 𝑧 = 𝑎+ 𝑏𝑖，則 𝑧
3
= (𝑎+ 𝑏𝑖)

3
= (𝑎

3
− 3𝑎𝑏

2
) + (3𝑎

2
𝑏− 𝑏

3
)𝑖 = 11− 2𝑖 

              所以 |𝑧
3
|2 = |𝑧|6 = 11

2
+ (−2)2 = 125，因此 𝑎

2
+ 𝑏

2
= |𝑧|

2
= 5 

 10. 平面上有 108 個三角形，最多可以將平面分成多少個區域？ 

答案：34670 

解：設平面上有 𝑛 個三角形時，最多可以將平面分成 𝑎
𝑛

 個 區域，則 𝑎
1
= 2，𝑎

2
= 8，𝑎

3
= 20， 

       而 𝑎
𝑛
= 𝑎

𝑛−1
+ 6(𝑛− 1)，可解遞迴關係式得 𝑎

𝑛
= 3𝑛

2
− 3𝑛+ 2，因此，𝑎

108
= 34670。 

 11. 空間中，已知三個半徑為 1 的球互相外切，且每個球都同時與另兩個半徑為 𝑟 的球外切，若這兩個半徑為 𝑟 的球也互相

外切，求 𝑟 的值. 

答案：
1

6
 

解：設 𝑂
1
,𝑂

2
,𝑂

3
 分別是半徑為 1 的三個球的球心，𝐼

1
, 𝐼
2

 分別是半徑為 𝑟 的兩個球的球心，則兩個半徑為 𝑟 的球相切 

       之處即為 Δ𝑂
1
𝑂
2
𝑂
3

 的中心 𝐺，因為 𝐼
1
𝐺 = 𝑟，𝐼

1
𝑂
1
= 𝑟 + 1，𝐺𝑂

1
=

2 3

3
，且∠𝐼

1
𝐺𝑂

1
= 90

∘
，由畢氏定理 

       𝑟
2
+ (

2 3

3
)
2
= (𝑟+ 1)

2
，解得 𝑟 =

1

6
 

 

 12. 若實數 𝜃 滿足 log
cos𝜃

32 = log
(cos𝜃+2sin𝜃)

108= log
sin𝜃

48，求 cot𝜃 的值. 

答案：無解( 原題目設計有誤 ) 

 



 

 

 13. 已知 𝑥,𝑦 為正實數，且 
8

𝑥
2
+

1

𝑦
= 1，求 𝑥+ 𝑦 的最小值. 

答案：6 

解：𝑥+ 𝑦 = 𝑥 ⋅ (
8

𝑥
2
+

1

𝑦
) + 𝑦 =

8

𝑥
+

𝑥

𝑦
+ 𝑦 ≥ 3 

8

𝑥
⋅
𝑥

𝑦
⋅ 𝑦

3

= 6，所以  𝑥+ 𝑦 的最小值為 6. 

 14. 設 𝑝 為大於 2 的質數，且 𝑝 ∣ 2019
8
+ 1，求 𝑝 的最小值. 

答案：97 

解：由題意知 2019
8
≡ −1(𝑚𝑜𝑑𝑝)，故 2019

16
≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)，所以 𝜑(𝑝) ∣ 16 或 16 ∣ 𝜑(𝑝)，若 𝜑(𝑝) ∣ 16，則 

𝑝 = 3 或 5 (不合)，若 16 ∣ 𝜑(𝑝) = 𝑝− 1，𝑝 = 17,97,⋯，代入驗算可知 2019
8
≡ 1(𝑚𝑜𝑑17)，不合。而 

2019
8
≡ −1(𝑚𝑜𝑑97)，因此，𝑝 的最小值為 97 

 15. 投擲三顆公正骰子，求這三顆骰子中有兩顆骰子出現的點數和等於 7 的機率. 

答案：
5

12
 

解：7 = 1+ 6 = 2+ 5 = 3+ 4，若三顆骰子中有兩顆為 1 點，6 點，第三顆若為 1 或 6 ，則有 6 種可能；第三顆若

為 2，3，4，5 之一，則有 4 ⋅ 3! = 24 種，所以三顆骰子中有兩顆為 1 點，6 點，且滿足題意的可能有 24+ 6 = 30 

種 

同理，三顆骰子中有兩顆為 2 點，5 點或三顆骰子中有兩顆為 3 點，4 點，也各有 30 種，因此所求機率為 
30⋅3

216
=

5

12
 

 

二、計算證明題 

 1. 若 𝑎, 𝑏, 𝑐 為有理數，且  𝑎+ 𝑏+ 𝑐 也是有理數，證明： 𝑎,  𝑏,  𝑐 也是有理數. 

      證明：設  𝑎+  𝑏+ 𝑐 = 𝑟 ∈ ℚ，則 (𝑟− 𝑎)2 = ( 𝑏+ 𝑐)2，展開得 

                 𝑟
2
− 2𝑟 𝑎+ 𝑎 = 𝑏+ 𝑐+ 2 𝑏𝑐，所以  𝑏𝑐 =

𝑟
2
+𝑎−𝑏−𝑐

2
− 𝑟 𝑎，令 𝑙 =

𝑟
2
+𝑎−𝑏−𝑐

2
∈ ℚ  

                 則 𝑏𝑐 = (𝑙− 𝑟 𝑎)2 = 𝑙
2
− 2𝑙𝑟 𝑎+ 𝑟

2
𝑎，所以  𝑎 =

−𝑏𝑐+𝑙
2
+𝑟

2
𝑎

2𝑙𝑟
，而 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑟, 𝑙 皆是有理數， 

                 因此， 𝑎 是有理數，同理可得  𝑏， 𝑐 為有理數. 

 

 2. 設 𝑛 為正整數，證明：1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+⋯+

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛
>

2𝑛

3𝑛+2
 

證明：1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+⋯+

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛
= (1+

1

2
+

1

3
+⋯+

1

2𝑛
) − (1+

1

2
+

1

3
+⋯+

1

𝑛
) 

                                                                            =
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
 

          由柯西不等式 

                
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
  (𝑛+ 1) + (𝑛+ 2) + ⋯+ (𝑛+ 𝑛) > 𝑛

2
 



 

 

        ⇒  
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
 ⋅

𝑛⋅(3𝑛+2)

2
> 𝑛

2
 

         因此，1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+⋯+

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛
=

1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
>

2𝑛

3𝑛+2
。 

 

 3. 如右圖，設 𝐻 是 Δ𝐴𝐵𝐶 的垂心，𝐷 為 𝐵𝐶 中點，過 𝐻 且垂直 𝐷𝐻 的直線分

別交 𝐴𝐵，𝐴𝐶 於 𝐸,𝐹 兩點， 

求證：𝐻 為 𝐸𝐹 的中點 

      證明：延長 𝐵𝐻、𝐶𝐻 分別交 𝐴𝐶、𝐴𝐵 於 𝐼,𝐺，𝐵,𝐶 在直線 𝐸𝐹 上 

                 的垂足分別為 𝐽,𝐾 

                 因為 𝐵𝐽//𝐷𝐻//𝐶𝐾 且 𝐷 為 𝐵𝐶 中點，所以 𝐻𝐽 = 𝐻𝐾 

                 因為 ∠𝐶𝐺𝐸 =∠𝐶𝐾𝐸 = 90
∘
，所以 𝐶,𝐾,𝐺,𝐸 四點共圓， 

                 由圓冪定理，𝐸𝐻 ×𝐻𝐾 = 𝐺𝐻 × 𝐻𝐶 

                 因為 ∠𝐵𝐽𝐹 =∠𝐵𝐼𝐹 = 90
∘
，所以 𝐵, 𝐽, 𝐼,𝐹 四點共圓， 

                 由圓冪定理，𝐽𝐻 × 𝐻𝐹 = 𝐵𝐻× 𝐻𝐼 

                 因為 ∠𝐵𝐺𝐶 =∠𝐵𝐼𝐶 = 90
∘
，所以 𝐵,𝐺, 𝐼,𝐶 四點共圓， 

                 由圓冪定理，𝐺𝐻 × 𝐻𝐶 = 𝐵𝐻 ×𝐻𝐼 

                 故 𝐸𝐻 × 𝐻𝐾 = 𝐽𝐻 ×𝐻𝐹，又 𝐻𝐽 = 𝐻𝐾，因此，𝐻𝐸 = 𝐻𝐹，即 𝐻 為 𝐸𝐹 的中點 

 


