
高雄中學 109學年度數學科學科能力競賽初試第二階段試題	
(請將作答過程填寫在空白答案卷上，並標示清楚題號)	

計算證明題：（每題 10分，共計 120分）	

1. 已知在銳角三角形∆𝐴𝐵𝐶中，𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 𝑐𝑜𝑠(𝐵 + 2𝑠𝑖𝑛𝐴𝑠𝑖𝑛𝐵𝑐𝑜𝑠𝐶 = ./
(0
，	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 𝑐𝑜𝑠(𝐵 + 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 2𝑠𝑖𝑛𝐵𝑠𝑖𝑛𝐶𝑐𝑜𝑠𝐴 = 1/
2
，	 	 	 	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	則𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 2𝑠𝑖𝑛𝐶𝑠𝑖𝑛𝐴𝑐𝑜𝑠𝐵 =?	

答案：
../4/5 0

((0
	

	

簡答：不妨設三角形∆𝐴𝐵𝐶的外接圓半徑為 1，利用餘弦定理𝑐( = 𝑎( + 𝑏( − 2𝑎𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶，得到𝑠𝑖𝑛(𝐶 =

														𝑠𝑖𝑛(𝐴 + 𝑠𝑖𝑛(𝐵 − 2𝑠𝑖𝑛𝐴𝑠𝑖𝑛𝐵𝑐𝑜𝑠𝐶，所以𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 𝑐𝑜𝑠(𝐵 + 2𝑠𝑖𝑛𝐴𝑠𝑖𝑛𝐵𝑐𝑜𝑠𝐶 = ./
(0
= 2 −

													𝑠𝑖𝑛(𝐶，𝑠𝑖𝑛𝐶 = /
0
，𝑐𝑜𝑠𝐶 = .

0
.同理，𝑠𝑖𝑛𝐴 = (

.
，𝑐𝑜𝑠𝐴 = 0

.
，又𝑠𝑖𝑛(𝐵 = 𝑠𝑖𝑛( 𝐴 + 𝐶 =

													(𝑠𝑖𝑛𝐴𝑐𝑜𝑠𝐶 + 𝑐𝑜𝑠𝐴𝑠𝑖𝑛𝐶)( = 11<=/5 0
((0

，所以𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 2𝑠𝑖𝑛𝐶𝑠𝑖𝑛𝐴𝑐𝑜𝑠𝐵 = 2 − 𝑠𝑖𝑛(𝐵 =

																../4/5 0
((0

.	

	

2.	 	已知空間三向量𝑎，𝑏，𝑐，兩兩的夾角皆為60°，且 𝑎 = 1， 𝑏 = 2， 𝑐 = 4，若向量𝑢，𝑣滿足	

	 	 	 𝑢 ∙ 𝑢 + 𝑎 = 𝑢 ∙ 𝑏，𝑣 ∙ 𝑣 + 𝑎 = 𝑣 ∙ 𝑐，則 𝑢 − 𝑣 的最大值為多少？	

答案：
. .= 1.

(
	

簡答：利用餘弦定理可得 𝑎 − 𝑏 = 3， 𝑏 − 𝑐 = 2 3， 𝑐 − 𝑎 = 13，又𝑢 ∙ 𝑢 + 𝑎 = 𝑢 ∙ 𝑏，

													 𝑢 ( + 𝑢 ∙ 𝑎 − 𝑏 = 0，即 𝑢 + G4H
(

= 1
(
𝑎 − 𝑏 = .

(
，同理， 𝑣 + G4I

(
= 1

(
𝑎 − 𝑐 = 1.

(
，所以

														 𝑢 − 𝑣 = 𝑢 + G4H
(

− 𝑣 + G4I
(

+ H4I
(

≤ 𝑢 + G4H
(

+ 𝑣 + G4I
(

+ H4I
(

= . .= 1.
(

.	

	

	

3. 試求方程式𝑥( + 615 = 2M的全部正整數解。	

解答： 𝑥, 𝑦 = (59,12)	
簡答：對方程式兩邊取模 3，可得𝑥( ≡ 2M(𝑚𝑜𝑑3)，因為2M不能被 3整除，所以𝑥(也不能被 3	

	 	 	 	 	 	 	 	 	整除，所以𝑥( ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3)，故2M ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3)，故𝑦為偶數，可設𝑦 = 2𝑚(𝑚 ∈ 𝑁)，則有	

	 	 	 													 2V − 𝑥 2V + 𝑥 = 615 = 3×5×41，解得 2V − 𝑥 = 5
2V + 𝑥 = 123，即

𝑥 = 59
𝑦 = 12.	



4. 方程式sinπx = [_
(
+ 1

(
− _

(
]，試求在區間[0，2𝜋]內的所有實根之和。其中 𝑥

表示不大於𝑥的最大整數	
解答：12	

簡答：設
_
(
= _

(
+ {_

(
}，其中{_

(
}表示小數部分，0 ≤ _

(
< 1，所以原式為sinπx = [{_

(
} + 1

(
]，	

(1) 若0 ≤ _
(
< 1

(
，則sinπx = 0，πx = 𝑘𝜋 𝑘 ∈ 𝑍 ，所以𝑥 ∈

0，1，2，3，4，5，6 ，檢驗得𝑥 = 0，2，4，6	

(2) 若1
(
≤ _

(
< 1，則sinπx = 1，πx = 2𝑘𝜋 + g

(
𝑘 ∈ 𝑍 ，所以𝑥 = 2𝑘 + 1

(
𝑘 ∈ 𝑍 ，得𝑥 ∈ {1

(
，

0
(
，

2
(
}，檢驗得皆不合，所以解為0，2，4，6，和為 12	

	

5. 在一個十進位制正整數中，如果它含有偶數(包括零)個數字 8，則稱它為“財富數”，否則稱它

為”非	財富數”，那麼長度(位數)不超過 n(n為正整數)的所有“財富數”的個數為多少個？	

解答：
1
(
8i + 10i − 1	

簡答：設長度為 n的”財富數”個數為𝑎i，則𝑎1 = 8，令n ≥ 2，對於𝑎i在長度為 n-1的”非財富數”的	

	 	 	 	 	 	末尾添加數字 8，就變成長度為 n的“財富數”，且這樣的”財富數”有9×10i4( − 𝑎i41個，	

	 	 	 	 	 	在長度為 n-1的“財富數”的末尾添加一個非 8的數字，就變成長度為 n的“財富數”，且	

	 	 	 	 	 	這樣的財富數有9𝑎i41個，所以	𝑎i = 9×10i4( − 𝑎i41 + 9𝑎i41，求得𝑎i =
k
1<
×8i + 2

(l
×10i，	

	 	 	 	 	 	則 ( k
1<
×8m + 2

(l
×10m) = 1

(
8i + 10i − 1i

mn1 即為所求。	

	

6. 欲將實數線上所有座標為整數的點塗上顏色，規定相距 3單位的任兩個整數點必須是不同色，而

且相距 4單位的任兩個整數點也是不同色。試問：	

(1)僅用兩種顏色是否可以完成，若可以，請證明之，不可以，請舉反例。	

(2)僅用 3種顏色是否可以完成，若可以，請證明之，不可以，請舉反例。	

答案：(1)否(2)可	

簡答：(1)否。依序在 0，3，6，9，12，8，4，0的塗色情形，可知不能用兩種顏色。	

(2)可。設𝑎o代表整數點𝑖所塗的顏色，則依𝑎o =
第一色，𝑖 ≡ 1,2,3(𝑚𝑜𝑑	9)
第二色，𝑖 ≡ 4,5,6(𝑚𝑜𝑑	9)
第三色，𝑖 ≡ 7,8,9(𝑚𝑜𝑑	9)

的塗色，三種顏色	

即可完成。	

	



7.	試證明不等式：1 < 2 + 3 + 4 +⋯+ 2020rsrstu
< 2.	

簡答：利用數學歸納法，設𝑎1 = 2020rsrs
，可知 1 < 𝑎1 < 2，	

	 	 	 	 	 	對2 ≤ 𝑘 ≤ 2019，設𝑎m = 2020 − 𝑘 + 1 + 𝑎m41
rsrsvwxy

，	

	 	 	 	 	 	可知𝑎(l12 = 2 + 3 + 4 +⋯+ 2020rsrstu
，	

	 	 	 	 	假設1 < 𝑎m41 < 2，其中2 ≤ 𝑘 ≤ 2019，由2020 − 𝑘 + 1 + 𝑎m41 > 2020 − 𝑘 + 1 + 1 > 1，	

											可知 1 < 𝑎m，另外，利用不等式𝑛 + 2 ≤ 2i，當𝑛 ≥ 2時，可得到	

											2020 − 𝑘 + 1 + 𝑎m41 < (2020 − 𝑘 + 1) + 2 ≤ 2(l(l4m=1，	

	 	 	 	 	即可知𝑎m < 2，故有當1 < 𝑎m < 2，當 1 ≤ 𝑘 ≤ 2019，	

	 	 	 	 	所以1 < 2 + 3 + 4 +⋯+ 2020rsrstu
< 2.	

	

8. 在數列 𝑎i 中，對任意的k，𝑚 ∈ 𝑁，𝑎m，𝑎m=1 ⋯，𝑎m=V，叫做該數列的長度為𝑚 + 1的一個

“片斷”，𝑎m + 𝑎m=1 + ⋯+ 𝑎m=V叫做該片斷的和，𝑚 + 1叫做該片斷的長度，對於數列 1
i
，試

證明：該數列任何長度不小於 2的片斷的和都不會是整數。	

	

簡答：利用反證法：假設存在𝑚，𝑛 ∈ 𝑁，使得 1
V
+ 1

V=1
+ ⋯+ 1

V=i
∈ 𝑁，設𝑚 + 𝑖 = 𝑎o ∙ 2|}，(𝑖 =

0，1，2，⋯，𝑛)，其中𝑎o是正奇數，𝛼o ∈Ｎ，取𝐴 = 𝑎� ∙ 𝑎1 ∙ ⋯ ∙ 𝑎i，𝐴為正奇數，α＝max	{𝛼l，
𝛼1 ⋯，𝛼i}，因為𝛼l，𝛼1這兩個數不可能都是零(分母一奇一偶)，所以α ∈Ｎ.	

考慮A ∙ 2|41 ∈ N，所以A ∙ 2|41 ∙ 1
V
+ 1

V=1
+ ⋯+ 1

V=i
∈ N，則𝛼l，𝛼1 ⋯，𝛼i中必有最大值且只有

一個，若最大值有兩個，假設存在𝑖 ≠ 𝑗，𝛼o = 𝛼� = 𝛼 設 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 ，則𝑚 + 𝑖 = 𝑎o ∙ 2|，𝑚 +
𝑖 = 𝑎� ∙ 2|，因為𝑖 < 𝑗，所以𝛼o < 𝛼�.	

在兩個不同的奇數𝛼o，𝛼�中必定存在偶數2k，即𝛼o < 2𝑘 < 𝛼� 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 ，所以𝑚 + 𝑖 = 𝑎o ∙ 2| <	
2𝑘 ∙ 2| < 𝑎� ∙ 2| = 𝑚 + 𝑗，2𝑘 ∙ 2| = 𝑘 ∙ 2|=1會是該數列上述片斷中的一項分母，把這個分母寫成𝑎 ∙

2�(𝑎為正奇數，β ∈Ｎ)時，2的冪指數至少是𝛼 + 1，與𝛼	

初始的含義相矛盾，矛盾表示𝛼l，𝛼1 ⋯，𝛼i中必有最大值且只有一個，是𝛼，對應的分母是𝑎m ∙

2|，則考慮Ａ∙(
�vy

Gw∙(�
=

�
�w
(
，由於

�
Gw
是正奇數，所以

Ａ∙(�vy

Gw∙(�
∉ 𝑁，除了這一項外，其餘 n項Ａ∙(

�vy

G}∙(�}
∈ 𝑁，

所以A ∙ 2|41 ∙ 1
V
+ 1

V=1
+ ⋯+ 1

V=i
∉ N，此為矛盾，故該數列任何長度不小於 2的片斷的和都不會

是整數。	



9. 給定一個凸四邊形ABCD，∆𝐵𝐶𝐷，∆𝐶𝐷𝐴，∆𝐷𝐴𝐵，∆𝐴𝐵𝐶的面積分別為𝑆�，𝑆�，𝑆�，𝑆�，試在四
邊形ABCD所在的平面上找出所有的點𝑃，滿足𝑆�𝑃𝐴 + 𝑆�𝑃𝐵 + 𝑆�𝑃𝐶 + 𝑆�𝑃𝐷 = 0.	

簡答：	

設凸四邊形ABCD的面積為𝑆 = 𝑆� + 𝑆� = 𝑆� + 𝑆�，令對角線

𝐴𝐶，𝐵𝐷交於點O，點𝐴，𝐶到直線𝐵𝐷的距離分別為ℎ�，ℎ�，於

是∠𝐴𝑂𝐵 = ∠𝐶𝑂𝐷，得到��
��
= ��

��
，所以ℎ�𝑂𝐶 + ℎ�𝑂𝐴 = 0，又

2𝑆� = 𝐵𝐷 ∙ ℎ�，2𝑆� = 𝐵𝐷 ∙ ℎ�，代入可得𝑆�𝑂𝐶 + 𝑆�𝑂𝐴 = 0，

因此在平面上任一點𝑃，𝑆�𝑃𝐴 + 𝑆�𝑃𝐶 = −(𝑆� + 𝑆�)𝑂𝑃 = −𝑆 ∙
𝑂𝑃，同理，𝑆�𝑃𝐵 + 𝑆�𝑃𝐷 = −(𝑆� + 𝑆�)𝑂𝑃 = −𝑆 ∙ 𝑂𝑃，所以
𝑆�𝑃𝐴 + 𝑆�𝑃𝐶 + 𝑆�𝑃𝐵 + 𝑆�𝑃𝐷 = −2𝑆 ∙ 𝑂𝑃 = 0，又面積𝑆 > 0	
，所以𝑃 = O，取 P為四邊形兩對角線之交點。	

	

	

10.	已知圓內接四邊形ABCD內部存在一點𝑃，使得∠𝑃𝐴𝐵 = ∠P𝐵𝐶 = ∠P𝐶𝐷 = ∠PD𝐴，	

	 	 	 	試證明：𝐴𝐵 ∙ 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 ∙ 𝐵𝐶.	

	

	

簡答：如圖，	

延長𝐴𝑃，𝐵𝑃交𝐵𝐶，𝐶𝐷於點𝑀，𝑁，由∠1 = ∠2 = ∠3 =
∠4知∠𝐷𝑃𝑀 = ∠4 + ∠𝐷𝐴𝑃 = ∠1 + ∠D𝐴𝑃 = ∠𝐷𝐴𝐵 =

180° − ∠𝐷𝐶𝑀，所以𝐷，𝑃，𝑀，𝐶四點共圓，同理，
𝐴，𝐷，𝑁，𝑃四點共圓，有∆𝐷𝑃𝐶~∆𝑀𝐵𝐴，(∠P𝐷𝐶 =

∠𝐵𝑀𝐴，∠3 = ∠1)得到𝐴𝐵 ∙ 𝐶𝐷 = 𝐴𝑀 ∙ 𝐶𝑃，同理，有
∆𝐷𝐴𝑃~∆𝐵𝑁𝐶，(∠𝐷𝐴𝑃 = ∠5 = ∠𝐵𝑁𝐶 = ∠6，∠4 = ∠2)得
到𝐴𝐷 ∙ 𝐵𝐶 = 𝐵𝑁 ∙ 𝐷𝑃，接著只要證明：𝐴𝑀 ∙ 𝐶𝑃 = 𝐵𝑁 ∙

𝐷𝑃，等同於�¢
�£

= ¤�
¤�
⇔ �¢

�£
= ��

£�
= ¤�

¤�
.由∠5 = ∠6及∠2 =

∠3 = ∠𝐴𝑀𝐷，有∆𝑁𝐵𝐶~∆𝐴𝑀𝐷，所以�¢
�£

= ��
£�
.	由∠5 = ∠6及∠3 = ∠4，	

有∆𝐴𝑃𝐷~∆𝑁𝑃𝐶，所以��
£�
= ¤�

¤�
.故�¢

�£
= ��

£�
= ¤�

¤�
，即𝐴𝑀 ∙ 𝐶𝑃 = 𝐵𝑁 ∙ 𝐷𝑃，得到𝐴𝐵 ∙ 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 ∙ 𝐴𝐷.	

	

	

11.	設a，b，c為實數，方程式𝑥( − 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝑥 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 0，有一根形如α＋βi	(α > 0，β ≠

0，𝛽 ∈ 𝑅)，證明：(1)	a，b，c皆為正實數。(2)存在一個以 𝑎， 𝑏， 𝑐為邊長的三角形。	

	



簡答：(1)由虛根成對定理，知道α − β𝑖亦為方程式的根， 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2𝛼
𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 𝛼( + 𝛽(，不妨設a ≥ b ≥

													c，只需證明c > 0即可，則c＝2𝛼 − 𝑎 + 𝑏 ，令a＋b = 𝑢，則𝛼( + 𝛽( = 𝑎𝑏 + 𝑢 2𝛼 − 𝑢 ≤

													1
/
𝑢( + 𝑢 2𝛼 − 𝑢 ⇒ −.

/
𝑢( + 	2𝛼𝑢 > 𝛼(，解出(

.
𝛼 < 𝑢 < 2𝛼，得到c＝2𝛼 − 𝑎 + 𝑏 > 0，所以

													a，b，c皆為正數。	

(2)根據前面的假設，我們只需證明 𝑎 < 𝑏 + 𝑐，由條件知道𝑎 𝑏 + 𝑐 + 𝑏𝑐 = 𝛼( + 𝛽( >

𝛼( = (G=H=I
(

)(，即 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ( − 4𝑎 𝑏 + 𝑐 < 4𝑏𝑐，得到𝑎( − 2 𝑏 + 𝑐 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 ( < 0，由

根的公式解知𝑎 < 𝑏 + 𝑐 + (𝑏 + 𝑐)( − (𝑏 − 𝑐)( = 𝑏 + 𝑐 + 2 𝑏𝑐 = ( 𝑏 + 𝑐)(，得到 𝑎 <
𝑏 + 𝑐，所以存在一個以 𝑎		，	 𝑏， 𝑐為邊長的三角形。	

	

	

12.	如圖，𝐴𝐷，𝐵𝐸，𝐶𝐹是∆𝐴𝐵𝐶的三條高，𝑃為∆𝐴𝐵𝐶內部一點，𝑃關於𝐵𝐶，𝐶𝐴，𝐴𝐵的對稱點分別

為𝐿，M，𝑁，𝐴𝑃的中點為𝐺，試證明：若𝐴，𝑀，𝐿，𝑁四點共
圓，則𝐷，𝐸，𝐺，𝐹四點共圓。	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

簡答：	

	

設𝑃𝐿，𝑃𝑀，𝑃𝑁的中點分別為𝐿°，M°，𝑁°，則∠𝑀𝐿𝑁 =
∠𝑀°𝐿°𝑁°，因此𝐵，𝐿°，𝑃，𝑁′四點共圓，𝐶，𝐿′，𝑃，𝑀′四點共
圓，我們有∠𝑀′𝐿′𝑃 = ∠𝐴𝐶𝑃，∠𝑃𝐿′𝑁′ = ∠𝑃𝐵𝐴，這樣有∠𝑀𝐿𝑁 =
∠𝑀°𝐿°𝑁° = ∠M°𝐿°𝑃 + ∠𝑃𝐿°𝑁° = ∠𝐴𝐶𝑃 + ∠𝑃𝐵𝐴，得到∠𝑀𝐴𝑁 =

2∠B𝐴𝐶，由𝐴，𝐿，𝑀，𝑁四點共圓可得∠𝑀𝐿𝑁 + ∠𝑀𝐴𝑁 =

180°，因此∠AC𝑃 + ∠𝑃𝐵𝐴 + 2∠B𝐴𝐶 = 180°，可得∠𝐵𝑃𝐶 +
∠𝐵𝐴𝐶 = 180°。	

設𝐵𝐶，𝐶𝐴，𝐴𝐵的中點分別為𝐷°，E°，𝐹°，則𝐹′𝐺//𝐵𝑃，

𝐸′𝐺//𝐶𝑃，因此∠𝐵𝑃𝐶 = ∠𝐹°𝐺𝐸°.又∠𝐸°𝐷°𝐹° = ∠𝐵𝐴𝐶(平行四邊形 AE’D’F’對角相等)，所以∠𝐹′𝐺𝐸′ +
∠𝐸′𝐷′𝐹′ = 180°，這表示𝐷′，𝐸°，𝐹′，𝐺四點共圓，事實上，𝐷′，𝐸°，𝐹′所在的圓就是∆𝐴𝐵𝐶的九點
圓，𝐷，𝐸，𝐹也在此圓上，因此𝐷，𝐸，𝐺，𝐹四點共圓。	
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注意：請將作答過程填寫在空白答案卷上，並標示清楚題號。	

計算證明題：（每題 10分，共計 120分）	

1. 已知在銳角三角形∆𝐴𝐵𝐶中，𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 𝑐𝑜𝑠(𝐵 + 2𝑠𝑖𝑛𝐴𝑠𝑖𝑛𝐵𝑐𝑜𝑠𝐶 = ./
(0
，	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 𝑐𝑜𝑠(𝐵 + 𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 2𝑠𝑖𝑛𝐵𝑠𝑖𝑛𝐶𝑐𝑜𝑠𝐴 = 1/
2
，	 	 	 	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	則𝑐𝑜𝑠(𝐶 + 𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 2𝑠𝑖𝑛𝐶𝑠𝑖𝑛𝐴𝑐𝑜𝑠𝐵 =?	

	

2. 已知空間向量𝑎，𝑏，𝑐兩兩的夾角為60°，且 𝑎 = 1， 𝑏 = 2， 𝑐 = 4，若向量𝑢，𝑣滿足	

	 	 	 𝑢 ∙ 𝑢 + 𝑎 = 𝑢 ∙ 𝑏，𝑣 ∙ 𝑣 + 𝑎 = 𝑣 ∙ 𝑐，則 𝑢 − 𝑣 的最大值為多少？	

	

3.	試求方程式𝑥( + 615 = 2M的全部正整數解。	

	

4. 方程式sinπx = [_
(
− _

(
+ 1

(
]，求在區間[0，2𝜋]內的所有實根之和。其中 𝑥

表示不大於𝑥的最大整數。	

	

5. 在一個十進位制正整數中，如果它含有偶數(包括零)個數字 8，則稱它為“財富數”，否則稱它為	

	 	 	 ”	非財富數”，那麼長度(位數)不超過 n(n為正整數)的所有“財富數”的個數為多少？	

	

6.	試證明不等式：1 < 2 + 3 + 4 +⋯+ 2020rsrstu
< 2.	

	

7. 欲將實數線上的所有座標為整數的點塗上顏色，規定相距 3單位的任兩個整數點必須是不同色，	 	 	

而且相距 4單位的任兩個整數點也是不同色。試問：	

(1)僅用兩種顏色是否可以完成，若可以，請證明之，不可以，請舉反例。	

(2)僅用 3種顏色是否可以完成，若可以，請證明之，不可以，請舉反例。。	

	

8. 在數列 𝑎i 中，對任意的k，𝑚 ∈ 𝑁，𝑎m，𝑎m=1 ⋯，𝑎m=V，叫做該數列的長度為𝑚 + 1的一個

“片斷”，𝑎m + 𝑎m=1 + ⋯+ 𝑎m=V叫做該片斷的和，𝑚 + 1叫做該片斷的長度，對於數列 1
i
，試

證明：該數列任何長度不小於 2的片斷的和都不會是整數。	

	

9. 給定一個凸四邊形ABCD，∆𝐵𝐶𝐷，∆𝐶𝐷𝐴，∆𝐷𝐴𝐵，∆𝐴𝐵𝐶的面積分別為𝑆�，𝑆�，𝑆�，𝑆�，試在四	

	 	 	邊形ABCD所在的平面上找出所有的點𝑃，滿足𝑆�𝑃𝐴 + 𝑆�𝑃𝐵 + 𝑆�𝑃𝐶 + 𝑆�𝑃𝐷 = 0.	
	



10.	圓內接四邊形ABCD中存在一點𝑃，使得∠𝑃𝐴𝐵 = ∠P𝐵𝐶 = ∠P𝐶𝐷 = ∠PD𝐴，	

	 	 	 	試證明：𝐴𝐵 ∙ 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 ∙ 𝐵𝐶.	

	

11.	設a，b，c為實數，方程式𝑥( − 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝑥 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 0，有一根形如α＋βi(α > 0，β ≠	 	
0，𝛽 ∈ 𝑅)，證明：(1)	a，b，c皆為正實數。(2)存在一個以 𝑎， 𝑏， 𝑐為邊長的三角形。	

	

12.	如圖，𝐴𝐷，𝐵𝐸，𝐶𝐹是∆𝐴𝐵𝐶的三條高，𝑃為∆𝐴𝐵𝐶內部一點，𝑃關於	

	 	 	 𝐵𝐶，𝐶𝐴，𝐴𝐵的對稱點分別為𝐿，M，𝑁，𝐴𝑃的中點為𝐺，試證明：	

	 	 	若𝐴，𝑀，𝐿，𝑁四點共圓，則𝐷，𝐸，𝐺，𝐹四點共圓。	


