
 

高雄市立高雄高級中學 第 110 學年度數學科能力競賽初試第二階段試題 

（請將作答過程填寫在空白答案卷上，並標明題號） 

計算證明題（每題 10 分） 

1. 求滿足不等式[
𝑛

2
] + [

𝑛

3
] + [

𝑛

11
] + [

𝑛

13
] < 𝑛的最大正整數𝑛，其中[x]表示不超過實數𝑥的最大整數。 

2. 設x ≥ 3675, 𝑦 ≥ 3675, 𝑧 ≥ 1323，聯立方程組{

√𝑥 = √𝑦 − 1323 − √𝑧 − 1323

√𝑦 =  √𝑥 − 675 +   √𝑧 − 675

√𝑧 = √𝑦 − 3675 − √𝑥 − 3675

，試求𝑧值。 

3. 設𝐴𝐵𝐶𝐷為圓內接四邊形，其中𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 3, 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 4, 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 5, 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ = 6，並設𝐸與𝐺分別為從點𝐴與點𝐶到直線 

   𝐵𝐷的垂足；𝐹與𝐻分別為從點𝐵與點𝐷到直線𝐴𝐶的垂足。若四邊形𝐸𝐹𝐺𝐻的周長
n

m
，其中𝑚, 𝑛為互質 

   的正整數，則𝑚 + 𝑛 =? 

4. 設𝑎, 𝑏, 𝑐為正實數，且a + b + c = 16，且
𝑎+𝑏−𝑐

𝑎𝑏
+

𝑏+𝑐−𝑎

𝑏𝑐
+

𝑎+𝑐−𝑏

𝑎𝑐
=

1

2
，試證明：√𝑎, √𝑏, √𝑐為直角三角形 

   之三邊長。 

5. 設𝑎, 𝑏, 𝑐為非零之整數，且
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑎
和

𝑎

𝑐
+

𝑐

𝑏
+

𝑏

𝑎
皆為整數，試證明：|𝑎| = |𝑏| = |𝑐|. 

6. 試求：滿足等式𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯+ 𝑥25
2 = 2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + ⋯+ 𝑥24𝑥25的非負整數解(𝑥1, 𝑥2, … 𝑥24, 𝑥25)有 

   幾組？ 

7. 若有一數列{𝑎𝑛} = {13，25，43，…}，第𝑛項𝑎𝑛 = 3(𝑛2 + 𝑛) + 7 ，試問此數列中，是否有些項是整 

   數的立方？若有，請寫出，若沒有，請證明之。 

8. 在以O為內切圓圓心的四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷中，已知𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 5，𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 6，𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = 7，𝑂𝐷̅̅ ̅̅ = 8，設𝑀為𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的中點 

，𝑁為𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 的中點，求𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅: 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ =?  

9. 試找出所有大於 3 的正整數 n，使 n 滿足：「𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑛成等差數列，若𝑎1 + 2𝑎2 + 3𝑎3 + ⋯n𝑎𝑛為有 

   理數，則𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑛中至少有一個數為有理數」。 

10. 數學科舉行期末網球單打 PK 循環賽，共有 20 位選手參加，任二人均比一場，無平手。若其中 A， 

   B，C 三名選手的勝負情況為「A 勝 B，B 勝 C，C 勝 A」，稱此三人形成一個三角結。試問一場單打 PK 

   循環賽最多會有幾個三角結？ 

11. 已知數列{𝑥𝑛}滿足𝑥1 = 2，對於任意正整數𝑛，均有𝑥𝑛+1 = √𝑥𝑛 + 8 − √𝑥𝑛 + 3， 

   試證明: 數列{𝑥𝑛}收斂，並求其極限。 

12. 有 n 個選手參加數學競試，其中有些選手互相認識，並且兩個不相識的選手都恰有兩個共同的熟人。 

若選手 A 與選手 B 認識，且沒有共同的熟人，試證明他們(即 A 與 B)認識的人一樣多。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

高雄市立高雄高級中學 第 110 學年度數學科能力競賽初試第二階段試題 

（請將作答過程填寫在空白答案卷上，並標明題號） 

1.求滿足不等式[
𝑛

2
] + [

𝑛

3
] + [

𝑛

11
] + [

𝑛

13
] < 𝑛的最大正整數𝑛，其中[x]表示不超過實數𝑥的最大整數。 

解答：根據除法原理，對任意正整數𝑥，𝑘，存在整數𝑞，𝑟，滿足𝑥 = 𝑘𝑞 + 𝑟(0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘 − 1) 

      所以[
𝑥

𝑘
] = [

𝑘𝑞+𝑟

𝑘
] = 𝑞 + [

𝑟

𝑘
] = 𝑞，且𝑥 = 𝑘𝑞 + 𝑟 ≤ 𝑘𝑞 + 𝑘 − 1 ⇒ 𝑥 − 𝑘 + 1 ≤ 𝑘𝑞 ⇒ 𝑞 = [

𝑥

𝑘
] ≥

𝑥−𝑘+1

𝑘
     

      若[
𝑛

2
] + [

𝑛

3
] + [

𝑛

11
] + [

𝑛

13
] < 𝑛，

𝑛−1

2
+

𝑛−2

3
+

𝑛−10

11
+

𝑛−12

13
≤ [

𝑛

2
] + [

𝑛

3
] + [

𝑛

11
] + [

𝑛

13
] ≤ 𝑛 − 1 

      得到𝑛 ≤ 1715，當𝑛 = 1715時， 

              [
1715

2
] + [

1715

3
] + [

1715

11
] + [

1715

13
] = 857 + 571 + 155 + 131 = 1714 < 1715. 

2. 設x ≥ 3675, 𝑦 ≥ 3675, 𝑧 ≥ 1323，聯立方程組{

√𝑥 = √𝑦 − 1323 − √𝑧 − 1323

√𝑦 =  √𝑥 − 675 +   √𝑧 − 675

√𝑧 = √𝑦 − 3675 − √𝑥 − 3675

，試求𝑧值。 

解答：由第一，三式{
√𝑦 − 1323 = √𝑥＋√𝑧 − 1323

√𝑥 − 3675 = √𝑧 + √𝑦 − 3675
，兩邊平方{

𝑦 = 𝑥 + 𝑧 + 2√𝑥√𝑧 − 1323

𝑦 = 𝑧 + 𝑥 + 2√𝑧√𝑥 − 3675
 

      得 √𝑧√𝑥 − 3675 = √𝑥√𝑧 − 1323 ⇒ 𝑥𝑧 − 1323𝑥 = 𝑧𝑥 − 3675𝑧 ⇒ 𝑥 =
3675

1323
=

25

9
𝑧，    

     又由第二，三式兩邊平方 {
𝑥 = 𝑦 + 𝑧 − 2√𝑦√𝑧 − 675

𝑥 = 𝑦 + 𝑧 − 2√𝑦 − 3675√𝑧
，得√𝑦√𝑧 − 675 = √𝑦 − 3675√𝑧， 

    平方後𝑦𝑧 − 675𝑦 = 𝑦𝑧 − 3675𝑧 ⇒ 𝑦 =
49

9
𝑧，令(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (25𝑡, 49𝑡, 9𝑡)代回原式， 

    解得𝑡 = 196，故𝑧 = 1764 

3. 設𝐴𝐵𝐶𝐷為圓內接四邊形，其中𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 3, 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 4, 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 5, 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ = 6，並設𝐸與𝐺分別為從點𝐴與點𝐶到直線

𝐵𝐷的垂足；𝐹與𝐻分別為從點𝐵與點𝐷到直線𝐴𝐶的垂足。若四邊形𝐸𝐹𝐺𝐻的周長
n

m
，其中𝑚, 𝑛為互質

的正整數，則𝑚 + 𝑛 =? 

 

 

解答：ABEF 四點共圓，且以 AB 為直徑，CDGH 四點共圓，以 CD  

    為直徑，∠𝐹𝐵𝐸 = ∠𝐹𝐴𝐸(對𝐸𝐹弧)且∠𝐺𝐷𝐻 = ∠𝐺𝐶𝐻(對𝐺𝐻弧    

          )，又∠𝐹𝐵𝐸 = ∠𝐺𝐷𝐻(內錯角)，令∠𝐹𝐵𝐸 = ∠𝐹𝐴𝐸 = ∠𝐺𝐷𝐻 =

         ∠𝐺𝐶𝐻＝𝜃，根據正弦定理，所以𝐸𝐹 = 3𝑠𝑖𝑛𝜃，𝐸𝐻 =

        4𝑠𝑖𝑛𝜃，𝐻𝐺 = 5𝑠𝑖𝑛𝜃，𝐺𝐹 = 6𝑠𝑖𝑛𝜃，周長 = 18𝑠𝑖𝑛𝜃， 

    已知

s =
3+4+5+6

2
= 9，圓內接四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷面積 =         √6 ∙ 5 ∙ 4 ∙ 3 =

6√10 =
1

2
∙ 𝐴𝐶 ∙ 𝐵𝐷𝑠𝑖𝑛(90° − 𝜃)，由托勒密定   

   理：𝐴𝐶 ∙ 𝐵𝐷 = 3 ∙ 5 + 4 ∙ 6 = 39，得𝑐𝑜𝑠𝜃 =
4√10

13
，所以𝑠𝑖𝑛𝜃 = 



 

      
3

13
，得到周長 = 18𝑠𝑖𝑛𝜃 =

54

13
，所以m + n = 54 + 13 = 67 

4. 設𝑎, 𝑏, 𝑐為正實數，且a + b + c = 16，且
𝑎+𝑏−𝑐

𝑎𝑏
+

𝑏+𝑐−𝑎

𝑏𝑐
+

𝑎+𝑐−𝑏

𝑎𝑐
=

1

2
，試證明：√𝑎, √𝑏, √𝑐為直角三角形

之三邊長。 

證明：{
a + b + c = 16

𝑎+𝑏−𝑐

𝑎𝑏
+

𝑏+𝑐−𝑎

𝑏𝑐
+

𝑎+𝑐−𝑏

𝑎𝑐
=

1

2

，將兩式相乗得： 

           
(𝑎+𝑏)2−𝑐2

𝑎𝑏
+

(𝑏+𝑐)2−𝑎2

𝑏𝑐
+

(𝑎+𝑐)2−𝑏2

𝑎𝑐
= 8，

(𝑎+𝑏)2−𝑐2

𝑎𝑏
+

(𝑏+𝑐)2−𝑎2−4𝑏𝑐

𝑏𝑐
+

(𝑎+𝑐)2−𝑏2−4𝑎𝑐

𝑎𝑐
= 0， 

           
(𝑎+𝑏)2−𝑐2

𝑎𝑏
+

(𝑏−𝑐)2−𝑎2

𝑏𝑐
+

(𝑎−𝑐)2−𝑏2

𝑎𝑐
= 0，

(𝑎+𝑏+𝑐)(𝑎+𝑏−𝑐)

𝑎𝑏
+

(𝑏−𝑐+𝑎)(𝑏−𝑐−𝑎)

𝑏𝑐
+

(𝑎−𝑐+𝑏)(𝑎−𝑐−𝑏)

𝑎𝑐
= 0，得到 

    
(𝑎+𝑏−𝑐)

𝑎𝑏𝑐
[𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 + 𝑐2 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑎2 + 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑏2] = 0，(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏)(𝑐 − 𝑎 + 𝑏) = 0， 

    故√𝑎, √𝑏, √𝑐為直角三角形之三邊長。 

5.  設𝑎, 𝑏, 𝑐為非零之整數，且
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑎
和

𝑎

𝑐
+

𝑐

𝑏
+

𝑏

𝑎
皆為整數，試證明：|𝑎| = |𝑏| = |𝑐|. 

證明：考慮三根為
𝑎

𝑏
,
𝑏

𝑐
,
𝑐

𝑎
的多項式f(x)， 

           f(x) = (x −
𝑎

𝑏
) (x −

𝑏

𝑐
) (x −

𝑐

𝑎
) = 𝑥3 − (

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑎
) 𝑥2 + (

𝑎

𝑐
+

𝑐

𝑏
+

𝑏

𝑎
) 𝑥 − 1，故f(x)為整係數多項式 

     因為整係數方程式 f(x) = 0之三根皆是有理根，根據牛頓定理，有理根必為整數根±1， 

    所以三整數根絕對值皆為 1，即 |
𝑎

𝑏
| = |

c

𝑎
| = |

𝑏

𝑐
| = 1，故|𝑎| = |𝑏| = |𝑐|. 

6. 試求：滿足等式𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯+ 𝑥25
2 = 2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + ⋯+ 𝑥24𝑥25的非負整數解(𝑥1, 𝑥2, … 𝑥24, 𝑥25)有

幾組？ 

解答：令𝑥0 = 0，將式子改成 

2𝑥0
2 + 2𝑥1

2 + 2𝑥2
2 + ⋯+ 2𝑥25

2 = 4 + 2𝑥0𝑥1 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥3 + ⋯+ 2𝑥24𝑥25 + 2𝑥25𝑥0 

       ⇒ (𝑥0 − 𝑥1)
2 + (𝑥1 − 𝑥2)

2 + ⋯+ (𝑥25 − 𝑥0)
2 = 4，因為𝑥0 − 𝑥1, 𝑥1 − 𝑥2, … , 𝑥25 − 𝑥0共 26 項，這    

       26 個整數總和是 0，平方和是 4，所以這 26 個整數只可能是0, ±1,±2中的一個，若假定有±2， 

       則其他項只能是 0，這與他們和是 0 矛盾，所以，他們全都是0,±1，故可能為 1，1，-1，-1，其 

       他都是 0，根據𝑥0 = 0，所以𝑥0 − 𝑥1, 𝑥1 − 𝑥2, … , 𝑥25 − 𝑥0中的非零項按順序只能是 

−1,−1,1,1 或者− 1,1, −1,1，所以非負整數組數有2 ∙ 𝐶4
26 = 29900. 

7. 若有一數列{𝑎𝑛} = {13，25，43，…}，第𝑛項𝑎𝑛 = 3(𝑛2 + 𝑛) + 7 ，試問此數列中，是否有些項是整

數的立方？若有，請寫出，若沒有，請證明之。 

解答：數列中的每一項皆不為整數的立方。 

      反證法：設存在某個整數𝑡，滿足 3(𝑛2 + 𝑛) + 7 = 3𝑛(𝑛 + 1) + 7 = 𝑡3，則𝑡為奇數，令 

              𝑡 = 2𝑠 + 1，其中𝑠為整數，則3(𝑛2 + 𝑛) + 7 = (2𝑠 + 1)3 ⇒ 3(𝑛2 + 𝑛) + 6 = 8𝑠3 + 12𝑠2 + 6𝑠 

      ⇒ 3|𝑠，令𝑠 = 3𝑘，𝑘為整數，則 3(𝑛2 + 𝑛) + 6 = 8 ∙ 27𝑘3 + 12 ∙ 9𝑘2 + 18𝑘 

             ⇒ (𝑛2 + 𝑛) + 2 = 72𝑘3 + 36𝑘2 + 6𝑘，等式右邊為 3 的倍數，但左邊不為 3 的倍數。矛盾。 

      故數列中的每一項皆不為整數的立方。 

8. 在以O為內切圓圓心的四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷中，已知𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 5，𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 6，𝑂𝐶̅̅ ̅̅ =

7，𝑂𝐷̅̅ ̅̅ = 8，設𝑀為𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的中點 

，𝑁為𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 的中點，求𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅: 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ =?  

解答：設



 

內切圓與四邊𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ，𝐷𝐴̅̅ ̅̅ 的切點為𝑄，𝑅，𝑆，𝑃，且𝑃𝑄̅̅ ̅̅ ， 𝑄𝑅̅̅ ̅̅ ，𝑅𝑆̅̅̅̅ ， 𝑆𝑃̅̅̅̅ 的中點為𝐴1，𝐵1，𝐶1，𝐷1，且 

𝐴1，𝐵1，𝐶1，𝐷1必分別落在𝑂𝐴̅̅ ̅̅ ， 𝑂𝐵̅̅ ̅̅ ， 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ ， 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ 上，令內切圓圓心為𝑟，因為 ∆𝐴𝑃𝑂~∆𝑃𝐴1𝑂，得到𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑟2

𝐴𝑂̅̅ ̅̅
=

𝑟2

5
，同理𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑟2

𝐶𝑂̅̅ ̅̅
=

𝑟2

7
， 

又𝐴𝑂̅̅ ̅̅ : 𝐶𝑂̅̅ ̅̅ =  𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅: 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅，∠AOC = ∠𝐶1O𝐴1，得到∆𝐴𝑂𝐶~∆𝐶1𝑂𝐴1，設𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅           

  的中點為𝑀′，則∆𝐴𝑂𝑀~∆𝐶1𝑂𝑀′，𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙
35

𝑟2
，同樣地設𝐵1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        

  的中點為𝑁′，則𝑂𝑁̅̅ ̅̅ =  𝑂𝑁′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙
48

𝑟2，𝑂𝑀′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =
1

2
(𝑂𝐴1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝑂𝐶1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) =
1

4
(𝑂𝑃⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝑄⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝑂𝑅⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝑆⃑⃑⃑⃑  ⃑) =   

1

2
(𝑂𝐵1
⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ + 𝑂𝐷1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) = 𝑂𝑁′̅̅ ̅̅ ̅，

所以𝑀′ = 𝑁′.𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅: 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑂𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙
35

𝑟2 : 𝑂𝑁′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙
48

𝑟2 = 35: 48 

9. 試找出所有大於 3 的正整數 n，使 n 滿足：「𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑛成等差數列，若𝑎1 + 2𝑎2 + 3𝑎3 + ⋯n𝑎𝑛為有

理數，則𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑛中至少有一個數為有理數」。 

解答： 𝑛 = 3𝑘 + 1, 𝑘為正整數。 

     設𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑛數列的公差為d，則𝑎1 + 2𝑎2 + 3𝑎3 + ⋯n𝑎𝑛 = ∑ 𝑘𝑎𝑘
𝑛
𝑘=1 = ∑ 𝑘[𝑎1 + (𝑘 − 1)𝑑]𝑛

𝑘=1  

     = 𝑎1 ∑ 𝑘 + 𝑑𝑛
𝑘=1 ∑ 𝑘(𝑘 − 1)𝑛

𝑘=1 =
𝑛(𝑛+1)

2
[𝑎1 +

2(𝑛−1)𝑑

3
] =

𝑛(𝑛+1)

2
[𝑎1 + (

2𝑛+1

3
− 1)𝑑] 

    情況一：若𝑛 − 1為 3 的倍數，則𝑎1 + 2𝑎2 + 3𝑎3 + ⋯n𝑎𝑛 =
𝑛(𝑛+1)

2
𝑎2𝑛+1

3

，故𝑎2𝑛+1

3

為有理數。 

    情況二：若𝑛 − 1不為 3 的倍數，取𝑎1 = √2，𝑑 = −
3

2(𝑛−1)
√2，則數列𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑛中的每一項皆為 

    無理數，但𝑎1 + 2𝑎2 + 3𝑎3 + ⋯n𝑎𝑛為有理數。 

    故滿足條件的正整數，即𝑛 − 1為 3 的倍數。 

10. 數學科舉行期末網球單打 PK 循環賽，共有 20 位選手參加，任二人均比一場，無平手。若其中 A，B，

C 三名選手的勝負情況為「A 勝 B，B 勝 C，C 勝 A」，稱此三人形成一個三角結。試問一場單打 PK 循

環賽最多會有幾個三角結？ 

解答：設 20 名選手編號為𝑝1, 𝑝2,…𝑝20，對任一選手而言，例如𝑝1，共比 19 場，設勝場數為𝑛1場，敗場 

      數為19 − 𝑛1， 

             𝑝1在所勝的𝑛1個對手中，任取兩人，無法與𝑝1形成三角結，有𝐶2
𝑛1種; 

       𝑝1在所敗的(19 − 𝑛1)個對手中，任取兩人，無法與𝑝1形成三角結， 有𝐶2
19−𝑛1種 

     所以在有𝑝1參賽的比賽中，共有𝐶2
𝑛1 + 𝐶2

19−𝑛1種無法形成三角結， 

     𝐶2
𝑛1 + 𝐶2

19−𝑛1 =
𝑛1(𝑛1−1)+(19−𝑛1)(18−𝑛1)

2
= 𝑛1

2 − 19𝑛1 + 171 = (𝑛1 −
19

2
)
2

+
323

4
，所以𝑛1勝 9 場(敗 10 

    場)或勝 10 場(敗 9 場)時，有最少的三角結，𝐶2
9 + 𝐶2

10 = 36 + 45 = 81，所以非三角結至少有
81×20

2
= 

        810場(除以 2 是因為非三角結(A 勝 B,C),(B 勝 A,B 敗 C),(C 敗 A,C 敗 B)，被計 A 二勝，C 二敗，共 2 次) 

    所以三角結最多有𝐶3
20 − 810 = 1140 − 810 = 330，極值出現在 10 人 10 場，10 人勝 9 場時。 

11 已知數列{𝑥𝑛}滿足𝑥1 = 2，對於任意正整數𝑛，均有𝑥𝑛+1 = √𝑥𝑛 + 8 − √𝑥𝑛 + 3， 

    試證明: 數列{𝑥𝑛}收斂，並求其極限。 

解答：根據定義，𝑥𝑛 > 0，對所有的正整數𝑛，|𝑥𝑛+1 − 1| = |√𝑥𝑛 + 8 − √𝑥𝑛 + 3 − 1| =       |√𝑥𝑛 + 8 − 3 −

√𝑥𝑛 + 3 + 2| = |(𝑥𝑛 − 1)(
1

√𝑥𝑛+8+3
−

1

√𝑥𝑛+3+2
)| ≤ |(𝑥𝑛 − 1)| (

1

√𝑥𝑛+8+3
+

1

√𝑥𝑛+3+2
) ≤         |(𝑥𝑛 − 1)| (

1

3
+

1

2
) =

5

6
|(𝑥𝑛 − 1)| ≤

5

6
|(𝑥𝑛−1 − 1)| ≤ ⋯ ≤ (

5

6
)𝑛−1|(2 − 1)|，因為lim𝑛→∞(

5

6
)𝑛−1 = 0，所以          lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 1. 



 

12. 有 n 個選手參加數學競試，其中有些選手互相認識，並且兩個不相識的選手都恰有兩個共同的熟 

    人。若選手 A 與選手 B 認識，且沒有共同的熟人，試證明他們(即 A 與 B)認識的人一樣多。 

解答：設 A 認識 m 個人，他們是𝐶1, 𝐶2, … 𝐶𝑚，因為A，B 沒有共同的熟人，所以𝐶1, 𝐶2, … 𝐶𝑚與 B 都不認 

      識。就𝐶𝑘而言，𝑘 = 1,2, … ,𝑚，B 與𝐶𝑘恰有兩個共同的熟人，設𝐷𝑘是他們的熟人，則𝐷𝑘不是 A，且 

      𝐷𝑘與 A 不認識。若在𝐷1, 𝐷2, … , 𝐷𝑘中有兩個人相同，不妨設𝐷𝑖 = 𝐷𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗，此時𝐷𝑖與 A 都認識 B， 

      𝐶𝑖, 𝐶𝑗，此結果與已知矛盾，所以𝐷𝑘，𝑘 = 1,2, … ,𝑚都不相同，即 B 認識的人不少於 A 認識的人， 

      同理可證，A 認識的人不少於 B 認識的人，因此，可確定 A，B 認識的人一樣多。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


