
 
 
 
壹●前言 

 

  在高中我們學會分析二維數據資料，來研究兩筆資料間的關連性。若只用二維分析

的方法，則變數數量不敷使用，所以我們請老師指導我們如何從二維迴歸直線，延伸到

三維的迴歸平面。我們首先探討國中基測的數學及自然科平均值和大學學測的數學成績

的關係，再更進一步將數學科和自然科的成績當作兩個變數，個別考慮，藉由最小平方

法與配方法求得迴歸平面公式，最後推廣 n維空間的迴歸超平面公式，但由於變數較多，

所以我們利用函數求極值點微分為零的想法，求得推導出迴歸超平面的係數，進而得到

我們要的結果。 

 

研究目的 

 

  我們大都認為數學與自然科的成績表現關係密切，也同意國中基測成績愈高，則大

學學測考好的〝機會〞應該愈大，因此才會以成績篩選入學學生。針對這兩點直觀的猜

測，我們以本校畢業生作為研究對象，探討國中基測的數學科和自然科分數的平均值，

與大學學測的數學成績，是否呈現正相關？更進一步，將國中基測的數學科和自然科成

績個別考慮，探討它們與大學學測數學成績的相關性，因此必須將二維的迴歸直線，推

廣到三維的迴歸平面，應該如何定義與計算。 

 

貳●正文 

 

一、研究過程 

 

問題的緣由： 

     在生活中，時常會碰到資料數據的解讀。特別是我們關心的數據中，若存在某

種相關性，  我們會想了解某一資料數據變化是否會影響到另一資料數據變化？本作

品就是想探討一個科目的成績高低，是否會影響到相關學科的成績，例如，我們大都

認為，自然學科與數學科成績的相關性，會比自然學科與社會學科或是語文學科的相

關性來得大，在高中數學機率與統計這單元裡，我們學到相關係數這個定義：給定 n

組資料 ( )1 1,x y , ( )2 2,x y , ( )3 3,x y ,……., ( ),n nx y 其相關係數 xyr 定義為  

( )( )

( ) ( )
1

2 2

1 1

- -

- -

n

i i
i

xy n n

i i
i i

x x y y
r

x x y y

=

= =

=
∑

∑ ∑
      其中 1 2 nx x xx

n
+ + += L ， 1 2 ny y yy

n
+ + += L  

  我們可以利用相關係數去判別我們所關心的資料是否有高度的相關性，例如以本

校去年  337個畢業生為例，如圖 1為去年高三畢業生國中基測數學成績與大學學測

數學成績的資料散佈圖，我們知道可以利用最小平方法求出數據的迴歸直線
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圖中黑色直線為此資料的迴歸直線，

我們可以利用此直線去做分數的預測。不過我們高中數學所學資料分析為二維資料，

而我們想要分析的是國中基測的數學科和自然科成績兩科，與大學學測數學科成績的

相關性，因此必須將二維的迴歸直線，推廣到三維的迴歸平面。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 1. 國中基測數學成績與大學學測數學成績的資料散佈圖 

 

二、資料迴歸分析的探討 

 

(一)、三維資料迴歸分析討論：  

 

假設我們從母體中隨機抽樣n筆三維資料，( )1 1 1, ,x y z 、( )2 2 2, ,x y z 、… ( ), ,n n nx y z ，

由於資料點是在三維空間，我們很自然地會想利用最小平方法求迴歸直線的作法，去

求空間中的迴歸平面，即考慮平面方程式 z=ax+by+c，其中 , ,a b c為待定的係數，定

義殘差為 -   ,   i ii i i ie z z z ax by c= = + +% %其中 ，我們想求 , ,a b c為多少時，殘差平方和最

小。在推導我們的結果前，先來引述一個引理。 

 

引理 1： 

若函數 ( ) 2 2, 2f x y ax bxy cy dx ey f= + + + + + ，其中 0a > ， 2 0b ac− < 則 ( ),f x y 會

在 ( ) ( ), ,x y h k= 發生最小值，此時
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pf ：首先令 'x x h= + ， 'y y k= + 代入 ( ),f x y  
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2' ' ' ' ' ' ' '( , ) 2f x h y k a x h b x h y k c y k d x h e y k f+ + = + + + + + + + + + + +  
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令 'x 項係數與 'y 項係數為零即 
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此時 ( )' ' '2 ' ' '2 ', 2f x h y k ax bx y cy f+ + = + + +   其中 ( )' ,f f h k= ，利用配方法得到 
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所以當 ( ) ( ), ,x y h k= 時， ( ),f x y 有最小值為 ( ),f h k ，故得證 

 

下面我們開始推導迴歸平面該如何求得： 

首先若從母體中隨機抽樣n筆三維資料，( )1 1 1, ,x y z 、 ( )2 2 2, ,x y z 、… ( ), ,n n nx y z ，將此

n  筆資料標準化後得到 ( )' ' '
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因為我們希望上式和最小，令 0c = 代入上式得到 
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由柯西不等式得：

2
'2 ' 2 2

1 1 1
0

i

n n n

i i i
i i i

x y x y B AC
= = =

    
≥ ⇒ − ≤    

    
∑ ∑ ∑  

一般而言我們考慮 2 0B AC− ≠  

接著我們利用引理 1，
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注意上式的 ,a b可化為下列的式子： 
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這樣，我們利用配方法，求得迴歸平面。 

三維的迴歸平面為
- - -( ) ( )
z x y

z z x x y ya b
s s s

= + ，其中 ,a b如上所述。 

 如果繼續推廣，我們可以考慮 n筆 m+1維資料, 11 1 1 12 2 2 1( , , , ),( , , , ) ( , , , )m m n mn nx x z x x z x x zK K K K  

我們一樣可以定義 m+1維空間中的迴歸超平面，型如 1 1 2 2 1m m mz a x a x a x a += + + + +K  

然後考慮殘差平方和最小求得係數，不過由於變數過多，所以若用前面的配方法，可

能不太恰當，所以我們必須尋求更有效率的求法，來求得迴歸超平面的係數。事實上，

我們知道微積分中，求極值問題我們都可以利用微分等於零，即所謂的臨界點，再來
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判斷臨界點是否真為極值。在多變數函數中，要判別一個臨界點是否為極值，是個非

常難的問題，但是如果我們知道所求函數必有極值的話，那問題就變得比較容易。 

 

(二)、m+1維資料迴歸分析討論： 

 

考慮 n筆 m+1維資料, 11 1 1 12 2 2 1( , , , ), ( , , , ) ( , , , )m m n mn nx x z x x z x x zK K K K ，定義 m+1維

空間中的超平面，型如 1 1 2 2 1m m mz a x a x a x a += + + + +K ，我們想要求殘差平方和 2

1

n

i
i

e
=
∑ 最

小， 1 1 2 2 1-   ,   i ii i i i m mi me z z z a x a x a x a += = + + + +% % K其中 ，首先我們先證明此平方和必

有最小值，在此先定義符號。 

定義：1.假如 1
1 1( , , , ) m

m mx x x x +
+= … ∈ ¡ ，則 x的長度定義為 2 2

1 1mx x x += +…+  

      2.函數 ( )f x 對變數 ix 偏微分定義為 

( )
0

( ) - ( )( ) lim 0,..1.., 0 1 0i
it

i

f x te f xf x e i
x t→

+∂
= =

∂
， 其中第 分量為 其它為  

      3.函數 ( )f x 的梯度定義為
1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , , , , )
m m

f a f a f a f af a
a a a a +

∂ ∂ ∂ ∂
∇ =

∂ ∂ ∂ ∂
L  

 

引理 2： 

    若實函數 ( )f x 為定義在 1m+¡ 上的連續函數，且 lim ( )=
x

f x
→∞

∞  則函數 ( )f x 必有最

小值。 

pf ：因為 lim ( )=
x

f x
→∞

∞所以存在 0 ( ) (0) 1K f x f> > +使得  對所有 x K≥ ， 

但我們知道連續函數 ( )f x 在 x K≤ 必有極值，所以 ( )f x 有最大最小值在 x K≤ ，設

1 x
( )

K
M Max f x

≤
= ， 1 x

( )
K

m Min f x
≤

=  1 1( ) , xm f x M K⇒ ≤ ≤ ≤對所有的  

又因為 1 (0) (0) 1 ( ) , x Km f f f x≤ < + < ≥對所有  

所以 1
1 ( ), mm f x x +≤ ∈¡對所有的 ， 1

1 ( ) mm f x +¡為 在 的最小值，故得證。 

由於我們考慮殘差函數為 2
1 1 2 2 1

1
( ) ( )

n

i i m mi m i
i

f a a x a x a x a z+
=

= + + + + −∑ K 為一個連續函

數且 lim ( )=
a

f a
→∞

∞，所以利用引理 2知道殘差函數必有最小值。 

 

     但是我們知道極值點 a必須滿足 ( ) 0f a∇ = ，換句話說即所求的點 a必須滿足下
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面的方程組： 

1 1 1 2 2 1
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2 1 1 2 2 1
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 上式為一個 m+1元一次聯立方程組，因此可以利用克拉瑪公式或是高斯消去法求得

方程組的解。注意到上式方程組的最後一式為 

1 1 2 2 1
1

1 1 2 2 1
1 1 1 1 1

1 1 2 2 1
1 1 1 1
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       ( ) 0

  =
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=
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∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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K

K
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所以我們解得迴歸超平面為 1 1 1 2 2 2- ( - ) ( - ) ( - )m m mz z a x x a x x a x x= + +…+ 其中 1, 2 ,... ma a a

為上式方程組的解。 

 

    三、研究結果 

 

研究一開始從課本所學到的二維資料分析的迴歸直線出發，來分析我們關心的

資料是否有關係存在，雖然可以得知資料是否有關係，不過，由於納入考慮的因素太

少而不敷使用，漸漸地二維的回歸直線失去了它的實用，我們想要得知是否還有其他

更精確的預測，所以我們利用引理 1經由配方法求得三維空間中的迴歸平面，不過，

這些方法終究只能應付較少變因的問題，所以我們必須找尋更有效率的求法，來求得

高維空間的迴歸超平面。事實上我們知道微積分中，求極值的問題我們都可以轉化成

函數微分等於零，接者再來判斷所求點是否真為極值，要在多變數函數中，判別一個

臨界點是否真為極值，是個非常難的問題，所以我們利用引理 2 得知，若函數

2
1 1 2 2 1

1
( ) ( )

n

i i m mi m i
i

f a a x a x a x a z+
=

= + + + + −∑ K 且 lim ( )=
a

f a
→∞

∞，則 ( )f a 在微分等於零時

的點必為極值點。，同時我們知道發生的極值點 a 必須滿足之前所提到的 m+1 元一

次聯立方程組，利用克拉瑪公式或是高斯消去法可解出 a，因此我們解得迴歸超平面

為 1 1 1 2 2 2- ( - ) ( - ) ( - )m m mz z a x x a x x a x x= + +…+ ，其中 1, 2 ,... ma a a 為上式方程組的解。 
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     四、討論 

 

在此我們想分析本校去年高三畢業生的國中基測數學與自然成績，和大學學測

數學成績的相關性，首先利用二維資料分析，先求基測數學與自然的平均值，再來計

算與大學學測數學的相關性，圖 2為資料點畫在座標平面上，x軸方向為基測數學自

然成績平均(滿分 60)，y軸方向為大學學測數學成績(滿級分 15)，在此定義一個符號：

相關係數平方為 2R  

95基測自然數學平均對98大學學測數學

y = 0.2376x - 3.8125

R2 = 0.1841
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16
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98學測數學

基測自然與數學平均
對大學學測數學迴歸
線

線性 (98學測數學)

 

圖 2. 國中基測數學與自然成績平均對大學學測數學成績二維迴歸 

 

 我們可以看得出來，資料點比前面只考慮基測數學對學測數學分布的情況更為集

中， 2R 值  較前面大，可以看出數學科和自然科一起納入考慮，似乎可以提高相關

性，不過 2R 值還是很低。另一方面將基測數學自然成績平均，比較看不出基測數學
還是基測自然，和學測數學的相關性哪個比較大，若影響大小可以量化的話，將幫助

我們解讀三者之間的關係，所以我們將前面推導的迴歸平面拿來套用在此資料上，圖

3為基測數學和自然分別當做 x，y變數，然後考慮對學測數學的迴歸平面圖，x軸方

向為基測數學成績(滿分 60)，y軸方向為基測自然成績(滿分 60)，z軸方向為大學學測

數學成績(滿級分 15)， 

     

 

 

 

 

圖 3. 國中基測數學和自然成績對大學學測數學成績三維超平面迴歸 

 

迴歸平面方程式為 0.1108 0.1311 4.0157z x y= + − ，在此我們得到平面方程式中 x係數

0.1108，y係數 0.1311，x係數小於 y係數，似乎可以解釋，此畢業生基測自然的影響

程度大於基測數學的影響程度，這結果令我們意外，因為直觀上我們會認為基測數學

與學測數學的相關程度是比較大的，但是此資料發現事實不然，所以之前我們把基測

數學和自然平均求迴歸直線，會看不出兩者影響學測數學的程度大小。所以我們發覺
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推廣到迴歸超平面時，變數的係數，可以看成各變數對所對應資料的相關程度，事實

上，我們有這樣的猜想，對相同一筆資料做最小平方法得到的迴歸直線和迴歸平面，

甚至迴歸超平面，所得到的殘差平方和最小值，是否有某種關係，感覺上若考慮的變

因增加，迴歸函數應該越精準，換言之，就是平方和最小值，是否會隨者維度增加而

變小，這將是我們未來想要研究證明的問題。 

 

參●結論 

 

     在生活中，時常會碰到資料數據的解讀，特別是我們關心的數據，若存在某種

相關性，我們會想從中了解其中一資料數據變化是否會影響到另一資料數據變化，像

是在校成績、製作過程解析或是實驗數據……，常會遇到要分析兩種以上的數據之間

的關係，我們知道數據產生時必有各種原因影響而變化，所以如果只靠直覺判斷，常

會有判斷錯誤的情形發生。若要很客觀地分析之間的關係就是相關係數，若想進一步

去調查數據間的預測函數，就可以應用回歸分析來處理，本作品主要利用配方的手法

完成三維的迴歸平面，公式如下： 

- - -( ) ( )
z x y

z z x x y ya b
s s s

= +   其中 22( )
xz yy xz yz

xx yy xy

r r r r
a

r r r
− +

=
−

， 22( )
xx yz xy xz

xx yy xy

r r r r
b

r r r
− +

=
−

 

最後我們將本校去年高三畢業生，做了一個實際數據的分析： 

 

一、二維資料分析(國中基測數學對大學學測數學迴歸) 

    

   如右圖資料相關係數為 0.3426，為中度正相關。 

 

  

 

 

二、二維資料分析(國中基測數學與自然平均對大學學測數學迴歸) 

    

    

 

 

 

 

 

 

如上圖資料相關係數為 0.429，為中度正相關，不過此相關係數大於上面的相關係數，

可見如將國中自然基測成績考慮進來，顯然相關係數變大。 

 

三、三維資料分析(國中基測數學與自然對大學學測數學迴歸) 

 
95基測數學對98學測數學
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   如上圖，此資料 x係數 0.1108，y係數 0.1311，可以看出基測自然比對基測數學影響 

   學測數學的影響程度來得大。發現到不管是二維或是三維做出的結果，基測自然和數   

   學成績，與學測數學的散佈圖，資料點都相當分散，相關係數並不高，可見高中三年 

   的努力與否，仍會使三年後的學測成績產生很大的變化。 
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