
二元一次方程式的整數解問題 

解方程式為數學中一個重要的問題，一般來說，我們對一元方程式的根了

解比較清楚，(如： 及 )，而對於多元方程式的根就比較

不了解，(如： )。而在這篇文章中，我們希望討論的是一次方

程式 

        

0=+ bax 02 =++ cbxax
0322 =+− xyyx

cbyax =+   ( )---------------(1) 

的整數解問題。((1)式亦稱為不定方程式) 

0,,, 22 ≠+∈ baZcba

很明顯的 cbyax =+ 的實數解有無窮多個，在坐標平面上，代表的是直線

上的點，而整數解問題也就與”直線cbyax =+ cbyax =+ 上有哪些格子點”的問
題相同。 

一般來說，當方程式不容易看出它的解時，在數學上我們會先來研究方程

式是否有解。如果有解，再想辦法求出。如果求不出一般解，那就來研究解的性

質。因此，一開始，我們先來討論方程式 cbyax =+ 的解的存在性問題。 

 

有一個定理是這樣的： 

定理 1：設 ，若方程式0,,, 22 ≠+∈ baZcba cbyax =+ 有整數解，則 。 cba |),(
證明：設 ，則 ，所以dba =),( bdad |,| )(| byaxd + ，即 。         QED. cd |
 

這個定理說明了 為方程式(1)式有整數解的必要條件，也就是說，

並非隨便寫一個方程式就會有整數解，如方程式

cba |),(
142 =+ yx 就沒有整數解，滿足

的才有可能有整數解。 cba |),(
事實上，定理一是很直觀的一個結果，如 )2(242 yxyx +=+ 恆為 2的倍數，

所以像方程式 L,5,3,142 =+ yx 均不可能有整數解。 

 

反過來說，若 ，是否cba |),( cbyax =+ 會有整數解呢？我們來看下面的定

理： 

 

定理 2：設 ，則存在Zba ∈, Zyx ∈00 , ，使得 ),(00 babyax =+ 。 

證明：設 },|{ ZyxbyaxS ∈+= ，很明顯可知 中必有正整數，設 為

中的最小正整數， ，則因為 

S 000 byaxd +=
S ),( bad =

Zyxbyaxdbdad ∈∀+⇒ ,,||,| ，所以 ， 

若
0| dd

220110 , rqdbrqda +=+= ，其中 021 ,0 drr <≤ 則 

Sqybqxaqbyaxaqdar ∈−+−=+−=−= )()1()( 1010100101 ，同理 ， 

若 ，則 不為 中的最小元素，矛盾，所以

Sr ∈2

01 ≠r 0d S 021 == rr 。 

，  bdad |,| 00⇒ dd |0⇒
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所以 ，亦即0dd = ),(00 babyax =+ 。                          QED. 

 

 

定理 2 有時會稱為最大公因數表現定理，也就是兩個數的最大公因數可用

這兩個數的整數線性組合表現出來。 

 

這個存在性定理告訴對我們解的存在性，讓我們在未想辦法求解之前就可

了解方程式的解是否存在，但至於如何求解，它就沒有告訴我們。但是輾轉相除

法原理告訴我們，兩個數的最大公因數可利用除法來求得，因此我們在下面舉個

例子來說明，如何利用輾轉相除法求一組 。 ),( 00 yx
 

例 1. 求一組整數解 ，滿足),( 00 yx )2257,3172(22573172 00 =+ yx 。 

解：  
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 在上式中，我們令 2257,3172 == ba ，所以在 3172 及 2257 旁分別寫上 與

。開始作輾轉相除法，首先 3172 除以 2257 中，餘數為 915，因為 所

以 915=3172-2257= ，因此在 915 旁寫上

a
b 2257=b

ba − ba − ；接著 2257 除以 915，得餘數

為 babab 32)(291522257427 +−=−−=×−= ，餘此類推。最後可得

，此即6164 =+− ba 6162257)4(3172 =×+−× ，所以(-4,6)為其一組解。 

找到了一組解，當然了就出現一個問題，方程式是否還有其他解？如果有，

這些解有沒有一般式呢？下面這個定理就告訴我們答案： 

 

定理 3： 設數對 為方程式),( 00 yx cbyax =+ 的一組整數解，則其通解為 

      Zt
t
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，其中 表 的最大公因數。 ),( ba ba,

證明：設 ，dba =),( dkbdha == , ，則 1),( =kh ， 

因為 ，所以兩式相減得cbyax =+ 00 0)()( 00 =−+− yybxxa ， 

即 。同除以 可得 )()( 00 yybxxa −−=− d
)()( 00 yykxxh −−=− ， 
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因為 1),( =kh ，所以 )(| 0yyh − ，可假設 htyy =− 0 ，則 ， 

因此 。                                    QED. 

ktxx −=− 0

htyyktxx 00 , =−=

 

另外，如果把 看成坐標平面上的一直線， 為其通過的一

點，則此直線的參數式為 。如果我們希望 為整數點，因

為 為整數點，所以

cbyax =+ ),( 00 yx

Rt
atyy
btxx

∈
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⎧

−=
+=

,
0

0 ),( yx

),( 00 yx ZatZbt ∈∈ , 。可以注意到 t必為無理數，也就是說 t必

為分數形式。設 1),(,,, =∈= qpZqp
p
qt ，則 ，所以 ，而與

最靠近的整數點為

apbp |,| ),(| bap

),( 00 yx )
),(

,
),(

( 00 ba
ay

ba
bx m± ，因此其整數點的參數式為
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。 

 

最後，我們利用求整數解的方法來解一個剩餘問題： 

 

設 為自然數，且 除以 7餘 3，除以 5餘 2，除以 9餘 4，求 ？ n n n
 

解：設 492537 321 +=+=+= qqqn ，由 2537 21 +=+ qq ，得 。很

簡單可看出 為其一組整數解，所以其通解為

，代入可得

157 21 −=− qq

3,2 21 == qq

37,25 21 +=+= tqtq 491735 3 +=+= qtn 。 

此即 。 

因為 ，所以

13935 3 −=− qt
149135 −=×−× 135291335 −=×−× ，即 52,13 3 == qt 為其一

組整數解，所以其通解為 5235,139 3 +=+= kqkt ，代入可得 

，其中 為任意整數。                         QED. 472315 += kn k
 

到這裡，我們已經將最基本的二元一次方程式的整數解問題介紹完畢，而

對於三元一次方程式或多元一次方程式，其處理方式事實上是類似的，以後有機

會再另行介紹。 
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